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Systemtheorie I Einführung 
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UNIVERSITY 
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Prof. Dr.-Ing. Dr. med. S. Leonhardt 


„Gliederung ___ RNTRACHEN 
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1.8 Hausaufgaben 


medil && 


Einführung Systemtheorie I 


1.1 Einführung 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


„Warum fällt der Rezero nicht um?“ 


Führungsgröße Regelabweichung Stellgröße z(t) 


http://spectrum.ieee.org/ 


Störgröße Regelgröße 


Regelstrecke 


w(t) 


+ 


e(t) u(t) 


Rückführung 


http://upload.wikimedia.org/wikipedia/de/9/9c/Einfacher_regelkreis.gif 
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1.1 Zu meiner Person 


Akademische Ausbildung 


Industrielle Berufstätigkeit 


RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

geb. am 6. Nov. 1961 in Frankfurt/Main 

verheiratet, 2 Söhne (geb. 2001 und 2004) 


M.S. in Computer Engineering an der SUNY at Buffalo, NY, USA (1987) 

Dipl.-Ing. in Elektrotechnik an der TU Darmstadt (1989) 

Promotion zum Dr.-Ing. in Regelungstechnik bei Prof. Isermann an der TU Darmstadt (1995). 
Thema: Neuronale Netze zur Diagnose mechatronischer Systeme. 

Mitarbeiter im DFG Sonderforschungsbereich 241 IMES („Integrierte Mechanisch- 
Elektronische Systeme‘). 

Studium der Medizin, Promotion zum Dr. med. an der Medizinischen Fakultät der J.W. 
Goethe U Frankfurt (2001). Thema: Lungenfunktionsdiagnose bei Säuglingen. 


Fa. Dräger Medical AG und Co. KG, Lübeck (1999 — 2003) 


Regelungstechnische Algorithmen- und Software-Entwicklung in der BU Anästhesie Dräser 
Leitung zweier Entwicklungsprojekte in der BU Intensivmedizin oO 


Akademische Berufstätigkeit 


Philips Lehrstuhl für Medizinische Informationstechnik an der RWTH Aachen (seit 2003) 
Forschung: Automatisierungstechnik für die Medizin, Personal Health Care, med. 


Messtechnik 
Derzeit 25 wiss. Mitarbeiter RWTH 
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Systemtheorie I Einführung 


1.1 Lehrstuhl für Medizinische Informationstechnik RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Ort: Helmholtz-Institut für Biomedizinische Technik, 

nahe Klinikum 


Pauwelsstr. 20 


Webseite: www.medit.hia.rwth-aachen.de 


« Forschungsaktivitäten 

« Messtechnik in der Medizin 

« Automatisierungstechnik in der Medizin 
« HiWi Jobs, Bachelor- und Masterarbeiten 
« Ausschreibung von wiss. Mitarbeiterstellen 


Pauwelsstr. 30 
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1.1 Literaturempfehlungen RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
H. Unbehauen, „Regelungstechnik |“, 4. Auflage, 
Vieweg Verlag, Braunschweig, 1986 (my version) 
° Heute: 15. Auflage, Vieweg+Teubner, Wiesbaden, 
2008 

« eBook 32,99 € 

« Softcover 44,99 € 

« Stand: 7. April 2018 
° Über SpringerLink verfügbar 


Regelungstechnik | 


STUDIUM 


Folien zur Vorlesung 
« gebunden bei den Vorlesungsassistenten 


« Preis: € 10,- 
medil & © S. Leonhardt, MediT 1.Einführung 6 


Einführung 


Systemtheorie I 


1.1 Zum Weiterlesen 


J. Lunze, „Regelungstechnik 1: Systemtheoretische 
Grundlagen, Analyse und Entwurf einschleifiger 
Regelungen‘, 10. Auflage, Springer-Verlag GmbH, Berlin, 
Heidelberg, Aug. 2014 

« 48 neu ab EUR 39,99 4 gebraucht ab EUR 39,98 

« Stand: 14. April 2015 


O. Föllinger, „Laplace-, Fourier- und z-Transformation‘“, 
VDE -Verlag, 10. vollständig überarbeitete Auflage (20. April 
2011) 


« neu ab € 20,-, gebraucht ab € 17,50 
« Stand: 15. Februar 2012 
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RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Regelungstechnik 1 


Laplace-, Fourier- 
und 
1-Iransformation 


L, 
ze 
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RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Systemtheorie I Einführung 


1.2 Was ist ein System? RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Zitat: 

„Der Begriff mechatronisches System bezeichnet ein technisches System, welches 

aus Komponenten verschiedener physikalischer Teildisziplinen besteht. 

Stellvertretend sollen dabei die Mechanik, Mikroelektronik, Hydraulik, Pneumatik 

und nicht zuletzt die Regelungstechnik genannt werden.“ 


£ kinematische 
Anregung 
Umgebung 
(inertial 
oder beschleunigt ) Ga 
ansistions- 


Reibungskraft äußere Kräfte 


Quelle: http://mesh-engineering.com/Mechatronisches_System/mechatronisches_system.html 
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1.2 Historisches Beispiel eines Systems RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Regelung der Drehzahl von Dampfmaschinen durch James Watt (1736-1819) und 

Matthew Boulton 

« Drehzahlregler, basierend auf Fliehkräften 

« Im Jahr 1788 durch M. Boulton eingeführt 


http://www.vellesanlyceum.nl/geschiedenis/daens/opdrachten/Rotaary%20Steam%20Engine_bestand 
en/TEXrota.jpg 
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http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/1/1e/Centrifugal_governor.png 


Einführung Systemtheorie I 


1. 2 Beispiel eines Systems: modernes Flugzeug RWTHAACHEN 

UNIVERSITY 
„Der Eurofighter ist ein im Unterschallbereich aerodynamisch um die Querachse 
instabiles Flugzeug.“ 


Statisch instabil bedeutet, dass der Punkt, an dem die gesamte Auftriebskraft angreift, 
vor dem Masseschwerpunkt liegt. Das Flugzeug ist somit bestrebt, stets die Nase 
nach oben zu ziehen. 

Dies verhindern die Flugkontrollcomputer (FCC), da selbst im Geradeausflug perma- 
nente, schnelle und präzise Ruderbewegungen zur Fluglagenstabilisierung er- 
forderlich sind und somit eine manuelle, direkte Steuerung durch einen Piloten nicht 
machbar ist. 


(Quelle: http://de.wikipedia.org/wiki/Eurofighter#Geschichte) 


Airbus A380 Eurofighter 


ESECE Anne 


http://dianhasan files.wordpress.com/2009/10/ 
singapore-airlines-launch-airline-for-worlds-largest-commercial-carrier-airbus-a380.jpg 
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http://en.wikipedia.org/wiki/File:Typhoon_f2_zj910_arp.jpg 


1.2 Ein weiteres Beispiel eines Systems: Der Segway RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Der Einachsenroller ist ein instabiles System. Es fällt um, wenn die 

Energieversorgung ausgeschaltet wird oder wenn man falsch fährt. 


http://www. strassengleiter.de/images/segway-i2-300px.jpg 
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Systemtheorie I Einführung 


1.2 Was also ist ein System? RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Ein System ist eine Abstraktion der Realität. 


Nach DIN 66201: Ein System G ist eine abgegrenzte Anordnung von aufeinander 
einwirkenden Prozessen. 


Das System G ist gekennzeichnet durch charakteristische Signalgrößen: 
« Eingänge u(t): beeinflussbar 

« Ausgänge y(t): messbar 

«  Zustandsgrößen X(t): innere Größen. 


Merke: Diese Größen sind gerichtet! 


Ein Prozess P ist de Umwandlung Eingangsgrößen Ausgangsgrößen 


oder der Transport von: 


Innere 


« Energie Größen 
« Materie 
« Information 
Abgrenzung 
m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 1.Einführung 13 
12BockdarsteluinGg __RANTHANCHEN 
UNIVERSITY 


In der Systemtheorie benutzen wir gerne die sog. „Blockdarstellung“ 


Eingang u(?) Ausgang y(t) 
pe 


In der Systemtheorie versuchen wir ferner die Realität mit Hilfe von linearen 
Systemen zu beschreiben: 


Begründung: für lineare Systeme gibt es eine geschlossene Theorie 
« Sei y,(f) der Ausgang eines Systems, der durch den Eingang u,(?) erzeugt wird 
« Sei y,(f) der Ausgang eines Systems, der durch den Eingang u,(?) erzeugt wird 
« Dann gilt: das System ist linear, wenn ein u(?) das folgende y(f) erzeugt 
ad)=ault)ta welt) > yM)=cyıll)+ ea: yelt) 
Yaurlt),‚u(t) und ca, ER 


° y(t) beeinflusst u(f) nicht: Systeme sind per Definition rückwirkungsfrei 


m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 1.Einführung 14 
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_1.3Messen Steuern Ren 702 _RWTHAACHEN 


UNIVERSITY 


Die Begriffe Messen, Steuern und Regeln treten im Zusammenhang mit der 
Automatisierung von technischen Anlagen (Prozessen) auf. 


Automatisierung (bzw. etwas eingeschränkt Prozessautomatisierung) ist der 
Einsatz von selbsttätigen Geräten (Automaten) für folgende Aufgaben: 


Steuerung: Beeinflussen einer Größe in Abhängigkeit von einer anderen Größe 
Regelung: Angleichen einer Größe an eine andere Größe 


Protokollierung: Aufzeichnen (Speichern) von Prozessgrößen in Abhängigkeit 
von der Zeit 


Überwachung: Kontrollieren, ob eine Größe innerhalb eines erlaubten 
Toleranzgebietes liegt 


Optimierung: Aufsuchen eines Extremwertes (z. B. maximaler Wirkungsgrad 
oder minimaler Brennstoffverbrauch) 


Koordinieren: Abstimmen und Optimieren mehrerer Prozesse 


m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 1.Einführung 16 
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Systemtheorie I Einführung 


1.3 Messen, Steuern, Regeln Il RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Synonym für Prozessautomatisierung: Prozessführung oder Prozessleittechnik 


Automaten haben im Vergleich zum Bedienungspersonal („von Hand fahren‘) 
folgende Vorteile: 


« Sie arbeiten genauer, zuverlässiger, ermüdungsfrei und wirtschaftlicher. 


« Die Arbeit des Bedienungspersonals verlagert sich dann zu höherwertigen 
Aufgaben. 
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Einführung Systemtheorie I 


1.4 Beispiel 1: Wassertank RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Steuerung des Flüssigkeitsstandes (Niveau) in einem Behälter 

« Signale ,Z,H,X 

« Stellgröße U - Öffnung Eingangsvenitil 

« Niveau H, Niveauanzeige Y 


« Störgröße Z (häufig auch d für Pg” const 
disturbance oder n für noise) 


III 
= 
| — 0 


IIIIINI 
< 
 — 2 


Die statische Kennlinie der Mess- 
einrichtung (Kalibrierkurve) sei 


Yan), 
Bei konstanter Störgröße Z erhält man in 


jedem stationären Zustand die 
statische Kennlinie des Behälters 


zZ 
d=fV) IIIIIINI 
H—e 
medil & © S. Leonhardt, MedIT 1.Einführung 19 
1.4 Beispiel 1: Wassertank RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Damit ergeben sich folgende statische Kennlinien: 
Y = g(H) = g(f(U)) = FO) 
Y=g(H Y=fU 
Ventil 
YA YAhzu 4 ———e auf 
Yı 
4; Z3, Z3 = const. 
> > 
Hı H U 
a) Statische Kennlinie der b) Statische Kennlinie von Behälter 
Messeinrichtung Y = g(H) und Messeinrichtung Y = f*(U) 
medil & © S. Leonhardt, MedIT 1.Einführung 20 
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Systemtheorie I Einführung 


1.4 Beispiel 1: Wassertank RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Eine selbsttätige Steuerung besteht aus einem Steuergerät und dem gesteuerten 
Prozess (Steuerstrecke): 


Steuergerät Steuerstrecke 
Prozeß 


Steuerung 


Hierbei wird eine externe Größe (in unserem Fall also z. B. die Störgröße Z) ge- 
messen. Das Steuergerät steuert dann über die Stellgröße U die Steuergröße Y. 


« Beim betrachteten Wassertank-Beispiel entspricht Z beispielsweise der Stellung des 
Ausströmventils oder dem Vordruck p, 
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1.4 Definition des Begriffs Steuerung RWWTHAACHEN 
(in Anlehnung an DIN 19226) UNIVERSITY 


Bei einer Steuerung beeinflussen eine oder mehrere Eingangsgrößen die 
Ausgangsgrößen eines Systems. 


Kennzeichen einer Steuerung: 
a) Signalübertragung nur in einer Richtung 
b) offener Wirkungsablauf 


Voraussetzungen für eine "fehlerfreie" Steuerung: 
« statische Kennlinien in Abhängigkeit von Z exakt bekannt 
« andere Einflussgrößen dürfen sich nicht ändern (z.B. Vordruck p,) 


Bei der Steuerung “von Hand“ übernimmt der Mensch das Steuern 


U Y 
m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 1.Einführung 22 
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1.5 Beispiel 2: Wassertank mit Füllstandsregelung 
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RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Eine andere Möglichkeit, die Größe Y selbsttätig zu beeinflussen, ist eine 
Regelung. 


Hie 


rbei laufen folgende Funktionen 
ab: 

Anzeige Y (Istwert, Regelgröße) 
laufend messen (Schwimmer). 

Mit vorgegebener (gewünschter) 
Größe W = Y (Sollwert, Führungs- 
größe) vergleichen (Hebel 1 und 2). 
Bei vorhandener Abweichung 
W-Y=E (Regeldifferenz) die 
Stellgröße U geeignet verstellen 
(Hebel 3). 

Im Regelkreis muss eine Vor- 
zeichenumkehrung stattfinden. 


m ed T © S. Leonhardt, MedIT 
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INN 
= 
——— > 
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Systemtheorie I 


Einführung 


1.5 Beispiel 2: Wassertank mit Füllstandsregelung RWNTHAACHEN 
GE UNIVERSITY 


Dabei gilt für den mechanischen Regler 
b 
U-De)=> 
( 0)= 5, 


Hierbei sind Yo, Wo, Uo die Signale im Gleichgewichtszustand. Wenn z. B. der 
Abstrom Z (Störgröße) größer wird, dann ergeben sich folgende Signal- 
änderungen: 


AZ -AY > +AR 3 4AU > HAM, > 4A 


(w-Y) 


Der Regler gleicht also das abnehmende Niveau durch Vergrößern des Zustromes 
aus. 


Hinweis: das im Bild gezeigte Beispiel ist nur zur Erklärung der Funktionen mit 3 
verschiedenen Hebeln gezeichnet. 

Als Übungsaufgabe überlege man sich Anordnungen mit nur einem Hebel, oder mit 
direkter Wirkung des Schwimmers auf den Zustrom (ähnlich wie bei einem 
Schwimmer mit Düsennadel in Vergasern ...). 
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„Zur Visualisierung ROTRACHEN 


Beispiel: 
« Toilette mit klassischem 
Aufputz-Spülkasten 


http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/0/06/ 
Toilet_with_flush_water_tank.jpg/538px-Toilet_with_flush_water_tank.jpg 


http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/3/31/Toilet-cistern-02.png/800px-Toilet-cistern-02.png 
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1.5 Definition des Begriffs Regelung 
(in Anlehnung an DIN 19226) 


Bei einer Regelung wird 
a) die Regelgröße Y fortlaufend gemessen, 
b) mit der Führungsgröße W verglichen, 


c) die Regelgröße Y an die Führungsgröße 
W angeglichen. 


Stellgröße u(lt) 
oder y(t) 


Kennzeichen einer Regelung: 


Signalübertragung folgt in einer 
Richtung (Wirkungsrichtung) 


Geschlossener Wirkungsablauf 
"Regelkreis" 


Vorzeichenumkehr im Regelkreis 


Alle Bauglieder (Elemente) dauernd 
betriebsbereit 


Ein Regelkreis kann instabil werden 


Cave: leider ist die Nomenklatur nicht 
eindeutig. 


m ed T © S. Leonhardt, MedIT 


1.5 Beispiel 3: Thermostat 


Lufttemperaturregelung in einem beheizten 


Anmerkung: Besonderheiten bei 
zentralen Heizungen 


* Die Regelung ist nur für einen 
Referenzraum möglich. Störungen 
im Referenzraum wirken sich somit 
auf alle anderen Räume aus 
(Nachteil). 

« Die Steuerung benötigt keinen Re- 
ferenzraum. Störungen in einem 
Raum wirken sich damit nicht auf 
die anderen Räume aus (Vorteil). 

« Im Allgemeinen ist die Kombin- 
ation von Steuerung (sog. „Stör- 
größenaufschaltung“) und Regel- 


1.Einführung 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Regelstrecke 


Regelgröße y(t) oder x(t) 
>» 


Sollwert W 
(= Führungs- 
größe) 


Regeldifferenz E=W-Y 


Regler 


27 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Raum (Zentralheizung) 


< 
mim 


Vorlauf 


Regelung 


Steuerung 


Steuergerät 


Heizkessel 


ung besonders vorteilhaft (dazu 
später mehr). 
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1.5 Beispiel 3: Thermostat RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Vergleich: Heizungssteuerung und -regelung 


Steuerung | Erfasst Außentemperatur Gewünschte Innentemperatur wird 
(Störgröße) früher nicht immer erreicht, wenn nicht 
berücksichtigte Einflussgrößen 
auftreten 


Regelung | Erfasst alle Einflussgrößen; Verstellung des Mischventils erst nach 
gewünschte Innentemperatur Änderung der Innentemperatur 


wird i. A. erreicht 


Heizung 
Gebäude 
Messfühler 


Steuergerät Heizung Gebäude 
Steuerung Regelung 
m ed T © S. Leonhardt, MediT 1.Einführung 29 
1.5 Aufgaben einer Regelung RWTHAACHEN 


UNIVERSITY 


« Eine bestimmte physikalische Größe auf einen vorgegebenen Wert bringen und 
diesen Wert halten. 


« Den Einfluss von Störgrößen mindern oder völlig kompensieren (ausregeln). 
« Einen schwach gedämpften Prozess stärker dämpfen. 

« Einen instabilen Prozess stabilisieren. 

«  Parameteränderungen des Prozesses abschwächen. 

°  Schnellere Änderungen der Ausgangsgröße erzielen als ohne Regelung. 


Beispiele für Regelungsarten: 


Festwertregelung: W = const. 
Führungsregelung: W = f(t) (Nachlauf-, Servoregelung) 


Endwertregelung: Ein bestimmter Endwert soll erreicht werden (z. B. möglichst 
schnell). 
Extremwertregelung: Ein unbekannter Extremwert soll erreicht und geregelt werden - 
Optimierung. 
Adaptive Regelung: Das dynamische und statische Verhalten des Reglers passt sich 
selbsttätig an die Regelstrecke an. 
m ed ıT © S. Leonhardt, MediT 1.Einführung 30 
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1.6 Messen RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Die Grundvoraussetzung für die Regelung oder Steuerung einer Größe ist, dass die 
Größen Z oder Y (Störgröße oder Regelgröße) gemessen werden können. 


Grundbegriffe des Messens 
a) Erfassen und Darstellen einer physikalischen Größe Y 
b) Zuordnen einer Maßzahl als Vielfaches der Normalen (Vergleichswerte) N 


Y=Yfy-N 


c) Fundamentalvoraussetzungen: 
« Die zu messende Größe muss eindeutig definiert sein 
« Das Maßnormal muss durch eine Konvention festgelegt sein. 


d) Grundeinheiten der Grundnormalen (internationales Einheitssystem SI): 


« Meter (m), Masse (kg), Sekunde (s), Strom (A), Temperatur (K), Lichtstärke (cd), 
Molekulargewicht (mol). 


« Im Folgenden wird ausnahmsweise an Stelle von “s” die Dimensionsbezeichnung “sec” 
verwendet, um Verwechslungen mit der Laplace-Variablen s = 6 + jw ZU vermeiden. 
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Systemtheorie I Einführung 


1.6 Definitionen gemäß DIN 1319, Blatt 1, 2 und 3 RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Messgröße: Physikalische Größe, die durch Messung erfasst wird 


Messwert: Wert der Messgröße 


Messergebnis: 
« einfacher Fall: Messwert oder Messsignal 
« allgemeiner Fall: aus mehreren Messwerten wird eine Messgröße ermittelt 


Messunsicherheit (DIN 1319, Blatt 3): 

Zufälliger Messfehler und nicht erfassbare systematische Fehler: 

« Systematische Messfehler: durch unvollkommene Messgeräte, Messverstärker - 
Korrekturen 

« Zufällige Messfehler: nicht erfassbare, nicht beeinflussbare Änderungen der 
Messgeräte und der Umwelt 


edit ii: ee 
1.6 Messverfahren (DIN 1319) RWTHAACHEN 
a UNIVERSITY 


Direkte Messung: unmittelbarer Vergleich mit Normal 


Indirekte Messung: gesuchter Messwert wird auf eine andere physikalische Größe 
zurückgeführt und über physikalische Zusammenhänge ermittelt 


Analoge Messung: die Ausgangsgröße (z.B. Anzeige einer Messeinrichtung) ist 
eine eindeutige, punktweise stetige Darstellung der Messgröße 


Digitale Messung: die Ausgangsgröße ist eine quantisierte, in Ziffern dargestellte 
Messgröße 


Messprinzip: Charakteristische physikalische Erscheinung, die bei der Messung 
benutzt wird. Beispiele: 


« Länge: Lichtinterferenz, Kapazitätsänderung 

« Temperatur: Längenausdehnung, elektrische Widerstandsänderung 
« Druck: Elastische Formänderung (Rollfeder), Piezoaufnehmer 

« Durchfluss: Differenzdruck an Blende, Staurohr 
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1.6 Messkette I RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Messgrößenerfassung: Messfühler (Sensor) 

« sollen möglichst rückwirkungsfrei sein 

« teilweise mit anderen Teilgeräten integriert 


Messgrößenumformung: Messumformer, Messwandler 
« _Umformung in andere physikalische Größen 
« für Regelungstechnik: Einheitssignale 
« pneumatisch: 0,2 - 1 bar 
« elektrisch: O0 - 20 mA, 4 - 20 mA, 0 - 10 V - Verstärkung durch Leistungsverstärker 


Hilfs- 
energie 


Normal 


Press Mean umlamung  Rechenaperalon Be ER 
med T © S. Leonhardt, MedIT 1.Einführung 35 
1.6 Messkette Il RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Rechenoperation: Vergleich mit Normal 
°  Messwert: 

« Korrektur 

« Verknüpfung mit anderen Größen 

« Nullpunktunterdrückung 

« Mittelwertbildung 


Messwertübertragung: 

« Bei örtlicher Trennung von den Geräten zur Messwertverarbeitung 
« elektrische, pneumatische, hydraulische Verbindungsleitungen 

« analoge Übertragung 

« digitale Übertragung 

Messwertausgabe: 

«  Anzeigegeräte 

« Schreibgeräte, Drucker 

« Regler 

«  A/D-Umsetzer für Prozessrechner 
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Einführung 


1.6 Grundsätzlicher Aufbau von Regelkreisen RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Gerätetechnische Anordnung 
« Geräte eines Regelkreises mit Bildzeichen nach DIN 19228 
Stellort 
Stellglied Regelstrecke 
Stellantrieb 
Messfühler 
Sollwert- 
einsteller 
m ed T © S. Leonhardt, MedIT 1.Einführung 37 

1.6 Definitionen RWWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Steuerstrecke: gesteuerter Prozess 
Regelstrecke: geregelter Prozess 


Die Regelstrecke ist derjenige Bereich eines 
Systems oder Prozesses, in dem sich nach 


einer Änderung der Stellgröße u(t) innere u ne 

Zustandsgrössen x;(t) ändern, die die ( Tr nn 

Regelgröße y(?) beeinflussen. eng x.(t) 
Stellglied> \ 


Hieraus folgt: 


(i) Die Regelstrecke beginnt am Stellort und 
endet am Messort (in Signalflussrichtung 


gesehen). 


\ 
S__ Regelstrecke 


ud) ) Messfühler 


Messort 


NE 
A 


2 10) | 
| 


Messunmformer 
|_ Sollwert- 
' einsteller 


Stellantrieb 


Regler 


(ii) Die Regelstrecke eines Prozesses umfasst 
alle Teile, deren „Zustandsgrößen“ (innere 
Größen) auf dem Signalfluss zwischen der 
Stellgröße und der Regelgröße liegen. 


med ıT © S. Leonhardt, MedIT 
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1.6 Grundstruktur eines Standardregelkreises RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Internationale Nomenklatur 


y die Regelgröße (Istwert) 
w die Führungsgröße (Sollwert) 
e die Regelabweichung 
u die Stellgröße 
z die Störgröße oder 
d die Störgröße (disturbance) oder 
n die Störgröße (noise) 
ea 
;. Störver- 1 
halten n 
I 
l 
I ı 
Ü 
ı 
1 ı 
l 
I ı 
Nach: H. Unbehauen, „Regelungstechnik I“, 14. Auflage, Vieweg, 2007, Bild 1.5.1, p. 11 
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1.6 Grundstruktur eines Standardregelkreises RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Internationale Nomenklatur 

die Regelgröße (Istwert) 

die Führungsgröße (Sollwert) 

die Regelabweichung 

die Stellgröße 

die Störgröße oder 

die Störgröße (disturbance) oder 

die Störgröße (noise) 


SAN Sa x“ 


a a un ae, 


Störver- 


Nach: H. Unbehauen, „Regelungstechnik |“, 14. Auflage, Vieweg, 2007, Bild 1.5.1, p. 11 
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1.6 Vereinfachtes Blockschaltbild eines Regelkreises RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
« Regeleinrichtung enthält Regelalgorithmus und Stellglied 
«  Regelstrecke enthält Prozess und Messglied (und manchmal das Stellglied) 


.——— -  .... ...-. 


Störver- 
halten 
Stellver- 
halten 


Regelein- 
richtung 


Nach: H. Unbehauen, „Regelungstechnik |“, 14. Auflage, Vieweg, 2007, p.13 
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Gliederung RWWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


1.1 Organisation und Literaturangaben 

1.2 Zur Einführung: Systembegriff 

1.3 Messen, Steuern, Regeln - Definition der Begriffe 
1.4 Steuern 

1.5 Regeln 

1.6 Messen 

1.7 Signalflussplan und Blockdiagramme 

1.8 Hausaufgaben 
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Einführung 


Systemtheorie I 


1.7 Begriffe mit Bezug zu Signalen nach DIN 19226 


Wirkungsweg: Weg der Wirkungen 
beim Steuern und Regeln. 
Wirkungsrichtung: Richtung der 
Übertragung von Wirkungen. 


Signal: 


Darstellung von Information(en) 
Darstellung durch den Wert einer 
physikalischen Größe 

Signale und ihre Darstellung können 
übertragen, verarbeitet oder 
gespeichert werden 

Signale sind i. A. Funktionen der Zeit 
Signalparameter: Kenngrößen eines 
Signals (z.B. Amplitude, Frequenz) 


Signalflussweg: Wirkungsweg von 
Signalen in der Wirkungsrichtung 


m ed T © S. Leonhardt, MedIT 


RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Zeit t kontinuierliche diskrete 
, Zeit Zeit 
Amplitude x 
7 OEWE 
kontinuierliche o 
Amplitude > le53 'o 
= f © EE ® 
iskrete [} 
Amplitude r » + H He > 
\ x 
binä ß © 5 ... © 
inare 
Amplitude = » | 
Tabelle: Verschiedene Signalarten 
en Abtastsysteme 


(©) Relaissysteme 


(D) Digitale (Regel)Systeme 


® Binäre (Schalt)Systeme (A Digitale (Steuer)Systeme 


1.Einführung 


1.7 Signalflussplan und Blockschaltbild I 


Signalflussplan: sinnbildliche Darstellung der Wirkungen zwischen den Signalen 


eines Systems 


Block: stellt die wirkungsmäßige Abhängigkeit eines Ausgangssignals x„(t) von 


43 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


den Eingangssignalen x.;(t) eines Übertragungsglieds dar. 


Kennzeichnung der wirkungsmäßigen Abhängigkeit der Signale z.B. durch 
Gleichungen, Kennlinien, Begriffe innerhalb des Blocks. 


Unterteilung eines Systems in Blöcke derart, dass Signale in einem Block nur 
in einer Richtung übertragen werden (d.h. Blöcke für elementare Komponenten 


bilden). 


6 ST Ei 
"=. Wirkunggslinie 
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1.7 Signalflussplan und Blockschaltbild Il RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
« Bildung von Komponenten derart, dass das Eingangssignal die Ursache und 
das Ausgangssignal die Wirkung ist. Sog. „Kausalitätsprinzip“ 


Ursache Wirkung 
—] sem 


« Konvention zur Richtung: Signale verlaufen im Bild in der Regel von links 
nach rechts. 


« Additionsstelle: Ausgangssignal gleich der Summe der Eingangssignale 
(Vorzeichen beachten). 


«  Verzweigungsstelle: Wirkungslinie spaltet sich in mehrere Wirkungslinien auf. 


Xeı Xeı 
+y Xa Xeı 
Xxe Xxeı 


KXa=Xeı-Xe2 
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1.7 Signalflussplan und Blockschaltbild Ill RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Kombination von Blöcken: 

«  Blockschaltbilder = Signalflusspläne 

«  Rückwirkungsfreiheit (keine Belastung durch nachfolgende Blöcke) 

Grundstrukturen von Blockschaltbildern: 

«  Kettenstruktur 

«  Parallelstruktur 

*  Kreisstruktur mit Rückkopplung: Mitkopplung (+), Gegenkopplung (-) 


Ey _ — Ber z z ec 


Vorwärtszweig 


Xa>=BXa XoXa 


Rückführung 
Rückkopplung 
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1.7 Grundschaltungen I RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Statisches Verhalten 


Gı=K „Übertragungsbeiwert“ 


später: G(s) ! „Übertragungsfunktion“ 


Statisches Verhalten bei Kettenschaltung 


2, er ie Bd 


Xe KXaıXe Xa2 
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1.7 Grundschaltungen RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Parallelschaltung 

La = Kaı 7 Las 

u SG xa = (Gi + Ga)xe 


a = 


Kreisstruktur mit Rückkopplung 


u = bie (1) 

PA a [2) +2, = ig 
eı — we a2 Ian 

Las = Bot, (3) 
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1.7 Tabelle zur Blockschaltbildumformung I 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Originalschaltung Entsprechende Schaltung 


Vertauschen von 
Elementen 


Vertauschen von Ka XetX&tXe; Ka = XetX&tXe; 
Summations- 
stellen 


+ + 


BT) Xe; Xe ‘e 


Vertauschen von 
Verzweigungs- 
stellen 
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1.7 Tabelle zur Blockschaltbildumformung Il RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Originalschaltung Entsprechende Schaltung 


Verlegen einer 
Summations- 
stelle entgegen 
der Wirkungs- 
richtung 


Verlegen einer 
Summations- 
stelle in der 
Wirkungs- 
richtung 


Verlegen einer 
Verzweigungs- 
stelle entgegen 
der Wirkungs- 
richtung 
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1.7 Tabelle zur Blockschaltbildumformung Ill RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Originalschaltung Entsprechende Schaltung 


Verlegen einer 
Verzweigungs- 
stelle in der 
Wirkungs- 
richtung 


Verlegen einer 


Verzweigungs- 
stelle vor einer 
Summations- 
stelle 


Verlegen einer 
Verzweigungs- 
stelle hinter eine 
Summations- 
stelle 
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1.7 Tabelle zur Blockschaltbildumformung IV RWNTHAACHEN 

UNIVERSITY 
Merke: diese Regeln gelten nicht nur bei statischen, sondern auch bei dynamischen 
Systemen (siehe später) 


Originalschaltung Entsprechende Schaltung 


Zusammen- 
fassung einer 
Reihenschaltung 


Zusammen- 
fassung einer 
Parallelschaltung 


Zusammen- 
fassung einer 
Kreisschaltung 
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Gliederung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

1.1 Organisation und Literaturangaben 

1.2 Zur Einführung: Systembegriff 

1.3 Messen, Steuern, Regeln - Definition der Begriffe 

1.4 Steuern 

1.5 Regeln 

1.6 Messen 

1.7 Signalflussplan und Block-Diagramme 

1.8 Hausaufgaben 
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Zum Nachlesen RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
1.) Hausaufgabe: 
Lesen Sie dieses Kapitel im Skript ... 


2.) Für Fleissige: 
H. Unbehauen, „Regelungstechnik |“, 15. Auflage, Vieweg + Teubner, 
Wiesbaden, 2008 

« Lesen Sie Kapitel 1 
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2. Differentialgleichungen 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
med ıT Systemtheorie 1 


Prof. Dr.-Ing. Dr. med. S. Leonhardt 


Giederung RWNITHINACHEN 


UNIVERSITY 
2.1 Systemgleichungen 


2.2 Spezielle Eingangs- und Testsignale 

2.3 Klassifizierung von Differentialgleichungen 

2.4 Lösungsverfahren für gewöhnliche lineare zeitinvariante Dgln. 
2.5 Differentialgleichungen zweiter Ordnung 

2.6 Linearisierung 

2.7 Hausaufgaben 
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2.1 Systemgleichungen | RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Wir erinnern uns: nach DIN 66201 war ein System G eine abgegrenzte Anordnung 
von aufeinander einwirkenden Prozessen. 


Ein Prozess P ist die Umwandlung oder der Transport von Energie, Materie, 
Information. 


Um zu den Systemgleichungen zu kommen, muss man sogenannte „Erhaltungs- 
größen“ bilanzieren, z.B. Erhaltung der Energie, Drehmomentenbilanz, Kräfte- 
gleichgewicht, Knotengleichung, usw. 


‚Abgrenzung 


Gin = uf = 1 @ speicher (f) 


Eingänge gespeicherte 


Erhaltungsgrößen Ausgange 


m ed ıT © SS. Leonhardt, MedIT 2. Differentialgleichungen 3 
2.1Systemgeichungen lO0202 —  __RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Weiteres Beispiel: 
Massenerhaltung in einem abgeschlossenen Bilanzraum 
n 


> m; = const. 
i—1 


Bilanzierte Massenströme 


Bilanzraum 


j Melt) 5» 

Mint) -— Maut) = Ze = m,(t) 

Massen- Masssen- Massen- 

zustrom abstrom zuwachs 

Kleine Abweichungen a) 
d 
Artin(t) - AMoult) = —Am;(t) i 
” ne dd Armın Am, Am, 
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Gliederung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

2.1 Systemgleichungen 

2.2 Spezielle Eingangs- und Testsignale 

2.3 Klassifizierung von Differentialgleichungen 

2.4 Lösungsverfahren für gewöhnliche lineare zeitinvariante Dgln. 

2.5 Differentialgleichungen zweiter Ordnung 

2.6 Linearisierung 

2.7 Hausaufgaben 
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2.2 Spezielle Eingangs- und Testsignale I RWTHAACHEN 
a ÜNIVERSITY 


In der Systemtheorie werden häufig spezielle Testsignale als Eingänge uff) 
angewendet: 


für £>0 u(t) 


Sprungfunktion: gie { r für t<0 


eu 1 
1 für t>t 
Sa a) =( 0 für i<t 


engl. unit step alt) = 1(t) 


re 
Rampe: AU | 0 für t<0 


t-to für t>t 
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2.2 Spezielle Testsignale Il 


1/AT für O<t<AT 
Rechteck-Puls = / 0 u —n 


1/AT für ob <t<AT+b 
DEN: pt) = | { 0 sonst 


1/AT für ob <t<AT+b 


ö -Impuls dt to) = ‚an | 0 sonst 


wobei ( 


auch als „ö-Funktion, Dirac-Funktion, Dirac-Impuls, Dirac- 
Puls oder Dirac-Stoß“ bezeichnet ... 
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Gliederung 


2.1 Systemgleichungen 
2.2 Spezielle Eingangs- und Testsignale 
2.3 Klassifizierung von Differentialgleichungen 
« Gewöhnliche und partielle Differentialgleichungen 
« Zeitvariante und zeitinvariante Differentialgleichungen 
« Lineare und nichtlineare Differentialgleichungen 
« Fundamentalsystem 


RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
ud) 


VAT 


AT t 


ut) 


RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


2.4 Lösungsverfahren für gewöhnliche lineare zeitinvariante Dgln. 


2.5 Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
2.6 Linearisierung 
2.7 Hausaufgaben 
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2.3 Klassifizierung von Differentialgleichungen | 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Definitionen: 


Differentialgleichung (Dgl.): algebraische oder transzendente Gleichung für 
eine gesuchte Funktion y(x), die von einer oder mehreren Variablen abhängt und 
die Ableitungen der Funktion enthält. 


Gewöhnliche Differentialgleichung: Differentialgleichung, die Ableitungen der 
Funktion(en) nach einer Variablen enthält. 


In der Regelungstechnik findet man üblicherweise Ableitungen nach der Zeit, die mit 
einem “.“ gekennzeichnet werden, und dynamisches Verhalten in der Zeit kennzeichnen, 


.B. ; : 
5 yE)+aylt) +... +any(t) = boult) + brült) +... + bmu)(), m<n 
Merke: der “.“ bedeutet d/dt und der Index (n) bedeutet die n-te Ableitung nach der Zeit. 


Partielle Differentialgleichung: Differentialgleichung, die partielle Ableitungen 
der Funktion enthält. 


Beispiel: gegeben sei die Temperatur T(x,f) und ein Material mit der Wärmeleitfähigkeit 
ow. Die Wärmeleitungsgleichung ist eine partielle Dgl. 

OT or 

—_(0 — 

Fa? 
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2.3 Klassifizierung von Differentialgleichungen Il RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Definition der Begriffe „zeitvariant“ und „zeitinvariant“: 


Eine zeitinvariante Differentialgleichung ist eine Dgl., in der keine Parameter 
(Koeffizienten) explizit von der Zeit abhängen. 
Wenn alle a,,b, konstant sind, dann ist die Differentialgleichung zeitinvariant. 


yE)+aylt) +... +any(t) = boult) + brült) +... + bmu)(d), m<n 


Eine zeitvariante Differentialgleichung ist eine Dgl., in der ein oder mehrere 
Parameter (Koeffizienten) explizit von der Zeit abhängen. 


Beispiel: 
Seim=0, n= 1und der Koeffizient aı =t > 


ya) +t:9) = boult) 
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2.3 Klassifizierung von Differentialgleichungen Ill RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Definitionen: lineare und nichtlineare Differentialgleichungen 


« Linearer Ausdruck: In einem linearen Ausdruck kommen nur lineare Potenzen 
der Funktionen oder unabhängigen Variablen vor. 


« Eine lineare Gleichung besteht aus einer Summe von linearen Ausdrücken. 


«- Nichtlinearer Ausdruck: Alle übrigen Gleichungsarten nennt man nichtlineare 
Gleichungen. Diese enthalten z.B. höhere Potenzen, Produkte oder transzen- 
dente Funktionen (z.B.x?, sinx, cos). 


« In einer linearen Differentialgleichung kommen nur lineare Ausdrücke der 
unabhängigen Variablen oder ihrer Ableitungen vor. 


« Alle anderen Differentialgleichungen nennt man nichtlinear. 


Beispiele: 


cosy(t) +Y°(t) = bouflt) nichtlineare Differentialgleichung 


d’y u Pu 
lt) z— bl) zeitvariant, aber linear 
j=0 


ge 


m ed T ©S. Leonhardt, MedIT 2. Differentialgleichungen 11 
2.3 Differentialoperatoren RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Betrachte die zeitinvariante lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung 
d”yit) artyle) dy(t) 
dir En An-1T m +..+ re + aoy(t) = u(t) 


Definiere den Differentialoperator D = z und mehr allgemein den Differential- 
operator n-ter Ordnung ö 


d n 


D" z dt” 


Einsetzen in Dgl. 


> D"y+ RE 2 +..+a1Dy+ay=Uu 


2” E EU SER E a a0) Yu 
—— m b[[ 


Charakteristisches Polynom 
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2.3 Die Charakteristische Gleichung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Definitionen: 
« Das Polynom D* + a,_1D""!+...+a1D+ an heißt das „charakteristische 
Polynom“. 


« Die Gleichung D” + PB En sen 0 heißt die „charakteris- 
tische Gleichung“. Im deutschsprachigen Raum findet man oft X anstelle von 
D. 
Pe 


« Aufgrund des Fundamentalsatzes der Algebra wissen wir, dass eine solche 
charakteristische Gleichung genau n Lösungen hat (“Nullstellen“, engl.“roots“). 
« Diese Nullstellen sind nicht notwendigerweise voneinander verschieden. 
« Diese Nullstellen sind nicht notwendigerweise reell, komplexe Nullstellen sind möglich. 


Beispiel: Pr F} 
Betrachte die lineare zeitinvariante Dgl.: An + 37 +2y=u 


° Die charakteristische Gleichung lautet \? +3\+2=0 


« Sie hat zwei einfache Nullstellen bei A\= —-1, \ = —2. 
medil & © S. Leonhardt, MedIT 2. Differentialgleichungen 13 
2.3 Lineare Unabhängigkeit RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Definition: 
« Ein Satz von n Funktionen fı(t), fa(t), :.. fn(t) nennt man linear unab- 
hängig, falls die Gleichung 
afı(t) + cafe(t) +..+ Bene) —( 
für einen Satz von Konstanten Cı, C2, .. - €n für alle t nur für 
c1=&@=...=c,>=0 erfüllt werden kann. 
Beispiel: 
« Behauptung: die Funktionen t und f?sind linear unabhängig. 
« Beweis: cıt+@t” =t-(cı +ct) =0 
dies kann nur erreicht werden für: cı = c&@ =. 
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2.3 Fundamentalsystem I RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Behauptung: 

Eine lineare homogene Differentialgleichung n-ter Ordnung besitzt mindestens 

einen System von n linear unabhängigen —.. 


a) ı u 
Merke: homogen bedeutet Eingang uft) = 0. 


Definition: 


« Jedes System von n linear unabhängigen Lösungen einer linearen homogenen 
Differentialgleichung n-ter Ordnung wird als „Fundamentalsystem“ bezeichnet. 


« Ein Fundamentalsystem bildet damit eine Basis des Lösungsraumes. 


«  Fundamentalsysteme sind nicht eindeutig: 


« aus einem bekannten Fundamentalsystem können weitere Funda- 
mentalsysteme erzeugt werden. 


med ıT ©S. Leonhardt, MedIT 2. Differentialgleichungen 15 

2.3 Fundamentalsystem Il RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Beispiel: 

Sei Yyılk), Yy (t), .. Yn(t) ein Fundamentalsystem einer linearen homogenen 

Differentialgleichung n-ter Ordnung. 

« Dann kann ein weiteres Fundamentalsystem z; (t), z2(t), .... 21. (t) wie folgt 


erzeugt werden: 
= Sauld )- (lt), = Yale ll) = Yan) lt), 
i=1 
wobei die Koeffizienten a;; einen Satz von n? Konstanten bilden. 
« Dabei gilt: jedes z;(t) ist eine Lösung der Differentialgleichung, und das neue 


Fundamentalsystem ist ein Satz von n Lösungen, wenn für die rechts ange- 
gebene Determinante gilt: 


a1 412 .- An 
a1 QA22 ...  (A2Qn 
0 
Anl An2 -» Onn 
med I | ©S. Leonhardt, MediT 2. Differentialgleichungen 16 
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2.3 Fundamentalsystem Ill RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Beispiel: 
Die Differentialgleichung einer harmonischen Bewegung lautet 
d’y 
12 +wy=0. 


« Ein möglicher Satz von Lösungen ist: 
yı = sin(wt), ya = cos(wt). 
« Ein anderes Fundamentalsystem ist: 
zı = cos(wt) + jsin(wt) 


29 = cos(wt) — jsin(wt) 


Komplexe Exponentialfunktion 


med ıT © S. Leonhardt, MedIT 2. Differentialgleichungen 17 
2.3 Einfache Nullstellen RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Sei an = 1. Die charakteristische Gleichung der Dgl. ar =0 habe einfache 
Nullstellen X ,,% 2, ... A n- i=0 


n di 
Dann ist das Fundamentalsystem der zugehörigen Dgl. az =(0 gegeben 
durch: i=0 


Ant Ant 
De 


_ Art _ = 
Yyı =ze",yp=e 5 Yn et”. 


Beispiel: 
d’y dy BE . 2 
Die Dgl. Er + en +2y—0 hat die charakteristische Gleichung A" +3A+2=0. 


« Die Nullstellen liegen bei: Aı = -1, Aa = —2. 


« Die Lösung ist: y=e’undn=e*. 
med T © S. Leonhardt, MedIT 2. Differentialgleichungen 18 
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2.3 Mehrfache Reelle und Komplexe Nullstellen RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Wenn die charakteristische Gleichung y a0 
i=0 
mehrfache reelle Nullstellen hat, dann gibt es für jede Nullstelle X; der Vielfachheit 
rn, (d.h.,n; Nullstellen sind gleich \;) n,; linear unabhängige Lösungen der Dgl. 


vom Typ 
Das LS 0 


Wenn die charakteristische Gleichung konjugiert komplexe Nullstellen vom Typ 
Aı,2a = a + jß hat, besteht das Fundamentalsystem aus Lösungen vom Typ 


nee, er, 
zı = e* sin ßt, 29 = ee. cosßt. 
Beispiel: 
2 
Die Dgl. e + 2 + 1y — 0 hat die charakteristische Gleichung A?+2X+1=0. 
« Sie hat eine zweifache Nullstelle bei A = — 1. Das zugehörige Fundamental- 


system ist gegeben durch 
yı=e*'undp=t-e"*. 


m ed T © S. Leonhardt, MedIT 2. Differentialgleichungen 19 
Bedeu RWWATHAACHEN 
UNIVERSITY 


2.1 Systemgleichungen 
2.2 Spezielle Eingangs- und Testsignale 
2.3 Klassifizierung von Differentialgleichungen 
2.4 Lösungsverfahren für gewöhnliche lineare zeitinvariante Dglin. 
« Homogene Lösung 
« Partikuläre Lösung 
° Spezielle Lösungsverfahren 
« Beharrungsverhalten und dynamisches Verhalten 
2.5 Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
2.6 Linearisierung 
2.7 Hausaufgaben 


m ed T © S. Leonhardt, MedIT 2. Differentialgleichungen 20 


40 


Systemtheorie I Differentialgleichungen 


2.4 Lösung einer gewöhnlichen linearen Dgl. mit RWTHAACHEN 
konstanten Koeffizienten UNIVERSITY 
Gegeben sei diy = = du 

=> "an 2 er 


@;, b; sind bekannte, konstante Koeffizienten. 
°  u(t) ist das Eingangssignal und bekannt für0 <t <-+o. 
°  y(t) ist der unbekannte Ausgang und die gesuchte Lösung. 
« Für physikalisch realisierbare Systeme gilt m <n. 
« Es sind folgende Anfangsbedingungen gegeben: 
m—1l 
Zn und y(0),ö(0),5(0). ..., 


Ein solches Problem nennt man auch ein „Anfangswertproblem“. 


d”'y(0) 


u(0),u(0), ül0), eng dir -1 


Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung y(t) = yn(t) + yp(t) setzt sich 
grundsätzlich aus zwei Anteilen zusammen: 


* Die homogene Lösung y„(t) ist die Reaktion auf Anfangsbedingungen für 
ut) =0. 
° Die partikuläre Lösung y,(t)ist die Reaktion auf beliebige Eingangssignale u(t). 


m ed T © S. Leonhardt, MedIT 2. Differentialgleichungen 21 


2.4 Lösung der homogenen Differentialgleichung | RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Die Lösung der homogenen Differentialgleichung wird auch als „natürliche Ant- 
wort“ („free response“ oder „natural response“) bezeichnet. 
d’y 


dt® 


» Diese Lösung erfüllt die Differentialgleichung ) «; 
i=0 


« Die Lösung y„(t) hängt nur von Anfangsbedingungen ab. 


Beispiel: 
gegeben sei Y+y=0 mit y(0)=c 


« Wie man durch direktes Einsetzen überprüfen kann, ist die Lösung der 
homogenen Differentialgleichung gegeben durch yy(t) =c:e"*. 
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2.4 Lösung der homogenen Differentialgleichung Il CHEN 
UNIVERSITY 
Beispiel: 
gegeben sei +39 +2y=0 mit y(0)=0,%(0)=1 
« Die homogene Lösung ist: yn(t) = cıe + ge" 
« Warum? 
« Bestimmung der Konstanten: 
« Woher? ata-0 
(17 2C3 — | 
—; c = 1, [6 u —1 
= yi=et-e” 
medil & © S. Leonhardt, MedIT 2. Differentialgleichungen 23 
2.4 Die spezielle Lösung | RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Die spezielle Lösung (partikuläre Lösung, engl. „forced response“) einer Differential- 
gleichung ist die Lösung für u(t) # 0, wenn alle Anfangsbedingungen 


dr=1y(0) 
dir -1 


dr —1u(0) 
dim-! 


Die partikuläre Lösung hängt also nur vom Eingangssignal u(t) ab. 


y(0),3(0), 50), ---, 20 und u(0),ü(0),ü(0),..., ni) 


Man kann zeigen, dass sie durch Multiplikation mit einer besonderen Funktion g(t) als 
sog. „Faltungsintegral“ geschrieben werden kann. 
| dr 


Dabei wird die Funktion g(t — r) als sog. „Gewichtsfunktion“ der Differential- 
gleichung bezeichnet ( äqg. „Impulsantwort“, siehe nächste Woche). 


= | stt-n 3 u 
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2.4 Die spezielle Lösung Il 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Die Gewichtsfunktion g(t) einer linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung mit 
konstanten Koeffizienten kann geschrieben werden als 


n 
> diyi(t) für t > 0 
i=1 


0 fürt<oO 


g(t) = 


wobei dı, da, ... d„ Konstanten sind und yı(t), ya(t), -.. Yn(t) ein Funda- 
mentalsystem der Differentialgleichung bilden. 


Man beachte, dass g(t) eigentlich eine natürliche Antwort der Differential- 
gleichung ist und deshalb n Anfangsbedingungen zur kompletten Spezifikation 
benötigt. 


Diese sind gegeben durch 


dg aeg aeg 
90) =0, — = Tg = I TonT = 
di |; a en ou ae 
° Mit diesen Anfangsbedingungen können die Konstanten dı, ‚do, ,... dn 
bestimmt werden. 
med T ©S. Leonhardt, MedIT 2. Differentialgleichungen 25 
2.4 Beispiel zur Gewichtsfunktion RWWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Gegeben sei die Differentialgleichung An + > +2y=Uu 
« Fundamentalsystem: yet, ypll)=e” 
°  Gewichtsfunktion: aede te” 
dg 
« Bestimmung von dı, da: gl) =0=dı+ds, 77 —dı — 2da 
t=0 


Die Gewichtsfunktion lautet: — git)=e'-e” 


0) 
t t 1 
u = e’ dr — zn ed=-: 11 ee er®] 
0 ) 2 


a 
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2.4 Die allgemeine Lösung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Die allgemeine Lösung, d.h. die „Systemantwort“, setzt sich aus der homogenen 
und der partikulären Lösung zusammen (Superpositionsprinzip) 


Yges (t) = Yh (£) A Y() 


Beispiel: 
Gegeben sei wieder 


d’y dy : i 
Fr] zu er +2y=o(t) mit y(0) =0, 40) =1. 


Wie lautet die allgemeine Lösung? 


Yges(t) = Yn(d) + yp{t) = [ee] - 5 -1-2e+e®] 
1 
-.-. 1 = et] 
i Pa 
med ıT ©S. Leonhardt, MedIT 2. Differentialgleichungen 27 
_2.4 Spezielle Lösungverren 2 RWIHAACHEN 


UNIVERSITY 


Weitere Lösungsverfahren für gewöhnliche lineare Differentialgleichungen mit kon- 
stanten Koeffizienten: 


1. Variation der Konstanten („klassisch“, siehe HöMa 2) 
2. Ansatz vom Typ der Rechten Seite („klassisch“, siehe HöMa 2) 


3. Laplace-Transformation (nächste Stunde) 
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2.4 Variation der Konstanten | RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Beispiel: 

Gegeben sei eine Dgl. erster Ordnung Y(t) + ay(t) = t. 

Bestimmen Sie die allgemeine Lösung. 


Lösung: 
« Homogene Lösung: 


yve)+ayt)=0 > ml)=K-.e* 
« Variation der Konstanten: 
Yyalt)= Kit)- et Yes) = K(t) ‚er _-a-Klt).e”* 
« Einsetzen der Lösung: 
Kit)-*-a-Klt)-e*+a-Klt)- e*=t 
> Kl)=4:& 


ı 
> K(t) - K(0) -/ Te dr 
[6] 
medil (3 *:s sun 0— 2 One Kg 


2.4 Variation der Konstanten Il RWTHAACHEN 
a UNIVERSITY 


« Partielle Integration liefert: 


° Damit ergibt sich: 


i 1 1 
KO=KO+ | Teer = K) +21" - 5 le*-1) 
und 
1 1 
Yges(t) = K(k)- e*=K()-et+-.t eo; (1 e=#) . 
——_— a a” 
yr(t) N Wi 
ER 
Probe: 5) = (-a)- KO) -e +2 -2e 
ver) +aylt)=t > 
at at —at 1 1 —at 
(-2) KU) e"+---<-e" +o- | Ki0)-e ! e t a e\)=t q.d. 
medil Ks sam 2 Dior ng 
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2.4 Ansatz vom Typ der Rechten Seite RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Beispiel: 
Gegeben sei eine Dgl. erster Ordnung Y(t) + aylt) =t 
Bestimmen Sie die allgemeine Lösung. 
Lösung: 
° Homogene Lösung: lt) +aylt)=0 = ylt)=K:-e* 
« Ansatz vom „Typ der Rechten Seite“: 
pi) =At+B > yl)=A 
« Einsetzen in die Dgl. ergibt: 
ve) +taylt)=A+a-(A-t+B)=t 
«  Koeffizientenvergleich: 
a-A=1 1 i 
A+a-B=0 IS Wie te 
er 
medil & © S. Leonhardt, MedIT 2. Differentialgleichungen 31 
2.4 Stationäres und dynamisches Verhalten RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Definition: 

« Das stationäre Verhalten (Beharrungsverhalten, engl. „steady state res- 
ponse‘“) ist derjenige Anteil der Systemantwort, der bei konstanter Anregung 
nicht verschwindet, wenn t — x. 


« Das dynamische Verhalten (engl. „transient response“) ist derjenige Anteil der 
Systemantwort, der bei konstanter Anregung für t{ — oo verschwindet. 


Beispiel: 2 
Gegeben sei: — +3 +2y=oft) mit y(0) =0, y(0)—-1 


« Systemantwort: 


1 1 _ 

ende ze 
N 

Uss Yırans 
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Systemtheorie I Differentialgleichungen 


Gliederung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

2.1 Systemgleichungen 

2.2 Spezielle Eingangs- und Testsignale 

2.3 Klassifizierung von Differentialgleichungen 

2.4 Lösungsverfahren für gewöhnliche lineare zeitinvariante Dgln. 

2.5 Differentialgleichungen zweiter Ordnung 

2.6 Linearisierung 

2.7 Hausaufgaben 
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2.5 Systeme zweiter Ordnung | RWNTHAACHEN 
a UNIVERSITY 


Merke: Lineare Systeme zweiter Ordnung sind eine besonders wichtige Klasse von 
Differentialgleichungen, da sich Systeme höherer Ordnung häufig durch Systeme 
zweiter Ordnung approximieren lassen. 


Gegeben sei die folgende Dgl. zweiter Ordnung: 


Definitionen: 


° @0 Ist die „Eigenfrequenz“ des ungedämpften Systems. 
« _D ist der einheitslose „Dämpfungsgrad“. 
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2.5 Systeme zweiter Ordnung Il RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Nimmtman 0< D<1an, so ist die charakteristische Gleichung gegeben durch 


22 +2Dw tw? 20 = (A + Duo ie D?) (A 1 Ds le D2) 


° Die Nullstellen liegen bei Aı,2 = -Dwn + jwov1l-D’=- a+jwa, 
wobei a = Dun als „relative Dämpfung“ oder „Abklingkonstante“ 


und wa = wov1- D? als „gedämpfte natürliche Frequenz“ bezeichnet wird. 


1 
. relfa= Ber ist die „Zeitkonstante“ des Systems. 
(0) 
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2.5 Systeme zweiter Ordnung Ill RWNTHAACHEN 


UNIVERSITY 


Man kann zeigen, dass die Gewichts- 
funktion durch 


l: 
gt) = — :e”* -sinwgt 
Wd 


gegeben ist. Daraus ergibt sich Sprung- 
antwort durch Faltung gemäß 


vi) = ı glt-r)-wR-ulr) dr 


u sin(wat +0) 
Wd 
mit 
wW 
6=tan”! (=) 

& 

normalisierte Zeit wo £ 
2 4 6 8 10 
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Gliederung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
2.1 Systemgleichungen 
2.2 Spezielle Eingangs- und Testsignale 
2.3 Klassifizierung von Differentialgleichungen 
2.4 Lösungsverfahren für gewöhnliche lineare zeitinvariante Dgln. 
2.5 Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
2.6 Linearisierung 
2.7 Hausaufgaben 
med ıT ©S. Leonhardt, MedIT 2. Differentialgleichungen 37 
2.6 Linearisierung nichtlinearer Funktionen RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Zunächst Linearisierung im Arbeitspunkt bei statischen Funktionen 


Gegeben sei eine Funktion: FU) 


Arbeitsbereich 
Y=f(0) 


RN ie 


Arbeitspunkt 


Un U 
Taylor-Entwicklung: 
df a, (U -Un)* 
Y = f(U) = f(Vo) + 77 (U-Uo)+ 72 Sr Bee 
dU =, AU? |y=ır, 2 
df 
r f(Uo) + — (U-U,)=Y+m-(U-Un) 
aU |y=u 
20 
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2.6 Linearisierung nichtlinearer Differentialgleichungen RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Enthält der mathematische Zusammenhang zwischen Ein- und Ausgangsgröße 

eines Systems eine oder mehrere veränderliche Größen 


so erfolgt eine Linearisierung der nichtlinearen Systemdifferentialgleichung durch 
Berechnung des „vollständigen Differentials“ am Arbeitspunkt AP mit 


AP = (X, Yo, 2, X, Yo; ): 


ANZELTI Se 


ar + Hl az + 
AP O2 lar IX 


Of 
-AX + FE 
AP or 


of . _ 


AP 


Merke: die Funktion f(x(t), y(t),z(t),...) ist nach allen arbeitspunkt-abhängigen 
Variablen inkl. aller zeitlichen Ableitungen zu differenzieren. 
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_2.6 BeispielnichtineareD. I _ ö&— = ö ö_1RwWIHACHEN 
UNIVERSITY 
Beispiel: 


Linearisierung der nichtlinearen Differentialgleichung 

AıY (t) + AgyYY(t) = BıU?(t) 
mit U'(t) als Eingangsgröße und Y (t) als Ausgangsgröße. 
Umstellen der Differentialgleichung liefert 


fro,Y@,V@)] = AY(t) + A2YY(t) - BıU?(t) = 0 


1. Schritt: Bestimmung des stationären Arbeitspunktes (Yo, Uo). 


Beachte: In einem stationären Arbeitspunkt (AP) ist die zeitliche Änderung der 
Signale gleich null. Somit folgt: 


Ylar=0, Ylıpr=Yo und Ulap=Uo 
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2.6 Beispiel nichtlineare Dgl. Il RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Stationär gilt für die Differentialgleichung im Arbeitspunkt: 


/(v0,U0) = AaYYı - BU} =0 


Umformen führt auf: 
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2.6 Beispiel nichtlineare Dgl. Ill RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
3. Schritt: Linearisieren der Differentialgleichung durch Bilden des vollständigen 
Differentials 


9 
oY 


öf of 


|, + 


-ult)=0 
AP 


AP 


u 
AP oY 


As 1 (2 
ol — 


e 


of 
OU 

Somit folgt für die linearisierte Differentialgleichung: 
2 


. A 
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Daraus folgt: of z 
AP oY 


öY 


ol 
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Gliederung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

2.1 Systemgleichungen 

2.2 Spezielle Eingangs- und Testsignale 

2.3 Klassifizierung von Differentialgleichungen 

2.4 Lösungsverfahren für gewöhnliche lineare zeitinvariante Dgln. 

2.5 Differentialgleichungen zweiter Ordnung 

2.6 Linearisierung 

2.7 Hausaufgaben 
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2.7 Hausaufgabe RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Lesen Sie dieses Kapitel im Skript. 


Zur Wiederholung: 
Frischen Sie Ihre Kenntnisse über lineare Differentialgleichungen mit konstanten 


Koeffizienten und zugehörige Lösungsverfahren auf. 
7— x u 8, 


L [ “- 


mathematikum 


Mathe macht glücklich. 
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3. Die (einseitige) Laplace-Transformation 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
med ıT Systemtheorie 1 


Prof. Dr.-Ing. Dr. med. S. Leonhardt 


Gliederung RWWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

3.1 Einführung 

3.2 Definition und Eigenschaften der Laplace-Transformation 

3.3 Lösung von Differentialgleichungen mit Hilfe der Laplace-Transformation 

3.4 Blockdiagramme und Übertragungsfunktionen 

3.5 Hausaufgaben 


X2(s) Als) 
5 
Pierre-Simon Laplace 
(1749-1827); 
Französischer 
Mathematiker, Astronom 
und Physiker 
http://www.intmath.com/Laplace-transformation/laplace_sm.jpg 
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Laplace-Transformation Systemtheorie I 


3.1 Einleitung: was ist eine Integraltransformation? RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Eine Integraltransformation ist eine Abbildung der Form 


ta 
TiwW= | Kuwsaod 

tı 
« Der Eingang ist eine Funktion f(t), und das Ergebnis ist eine Funktion T'’f(u). 


« Die verschiedenen Integraltransformationen unterscheiden sich durch den 
Integralkern K(t,u) (engl. kernel function oder nucleus). 


Motivation: 
« Manche Problemklassen sind in ihrer ursprünglichen Formulierung schwer zu 
lösen. 


« Die „Abbildung“ eines Problems aus dem Originalbereich (i.d.R. Zeitbereich) in 
einen Bildbereich erlaubt häufig einfachere Umformungen und einen 
einfacheren Zugang zu einer Lösung. 

« Diese muss dann mit Hilfe der Inversen Integraltransformation zurück in den 
Zeitbereich transformiert werden 


u2 
FO= | K'asITsu))du 
u 
med ıT © S. Leonhardt, MedIT 3. Die Laplace-Transformation 3 
3.1 Wozu brauchen wir die Laplace-Transformation? RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Die Laplace-Transformation ist eine Integraltransformation und ein mächtiges 
Werkzeug zur Lösung von Anfangswertproblemen. 


Vorgehensweise: 
« Man transformiere ein kompliziertes Differentialgleichungs-Problem in ein viel 
einfacheres algebraisches Problem im Frequenzbereich. 


« Man löse das algebraische Problem. 
« Anschließend kann das Problem durch die Inverse Laplace-Transformation 
gelöst werden. 
Laplace-Transformation 
m Algebraisches 
Problem 
I schwierig  Inverse Laplace- ii leicht 
Transformation : 
Lösung des 

—— algebraischen Problems 
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3.1 Definition der Laplace-Transformation RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Definition: 

« Die einseitige Laplace-Transformation ist definiert durch 


ZI] = F(s) = | a). eat, 


wobei s = ö+ jo eine beliebige komplexe Zahl und f(t) eine beliebige, aber 
beschränkte Zeitfunktion sind. 


Weiterhin gilt f(t) = 0 für t < 0. Wichtiger Unterschied zur Fourier-Trans- 
formation! 


« Die Laplace-Rücktransformation (engl. Inverse Laplace-Transformation) ist 


definiert durch 5-4j00 
1 1 st 
2 "{F(s)] = ni F(s) - eds = f(t) - o(t), 
ö 


u 275 -j009 


wobei o(t) die Sprungfunktion ist (engl. unit step). 


« Ein häufig benutztes Symbol ist: Zeitbereich o—# Frequenzbereich 
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3.1 Korrespondenztabelle der Laplace-Transformation RWTHAACHEN 


&(t) fürt>U X(s) 
1 
2 Sprung o(t) = 1(t) - 
E) 
1 
3 Rampe t =; 
E 
“ 2 n n! 
4 Potenzfunktion t sntd 
—-at . . 1 
e°; a beliebig 
sta 
1 
te=et 
e (s+.a)? 
ul 1 
7 ab; iz 1, 2, 
RT € n (stajr 
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RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Nr. x(t) fürt>0 X(s) 
; w 
8 sin wt ER 
9 coswt = = a 
s“+w“ 
_pretb q 
' a s(s+a) 
b-qa 
—at —bt 
i ae Galle) 
2 e”""sinwt BEER. SEE 
(s+a)?+w? 
nn s+a 
13 e coswt Gin Taerar 
u en e” Pest sin(wt + p) I _ 
14 vi-D? s{1+2D3+%) 
Yy= arctan 0 we 
= D<1i 
w=wuvV1l- D? 
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Gliederung 


3.1 Einführung 


3. Die Laplace-Transformation 


3.2 Eigenschaften der Laplace-Transformation 
3.3 Lösung von Differentialgleichungen mit Hilfe der Laplace-Transformation 
3.4 Blockdiagramme und Übertragungsfunktionen 
3.5 Hausaufgaben 
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3. Die Laplace-Transformation 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Systemtheorie I Laplace- Transformation 


3.2 Eigenschaften der Laplace-Transformation 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


1. Linearitätseigenschaft: Die Laplace-Transformation ist eine lineare 


Integraltransformation. Daher gilt das Superpositionsprinzip. 


La (lt) +b- alt) =a Zlcılt)) +6: Zlcslt)] 


« Die Reihenfolge von Addition und Integration ist vertauschbar. Das bedeutet: 


bıfi (t) + b>fe(t) oe bi (s) + b>.Fa(s) 


2. Verschiebungssatz (im Zeitbereich): Verschiebung um eine „Totzeit“ T,, 


mit u=t-T, 


x() x(t-%) 


oo 
Zelt=7Z)= 1 2(-T)-e "dt 
= / z(u) et) Au t 
0 


oo 
= et / z(u)e "du 
0 


20) 
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3.2 Eigenschaften der Laplace-Transformation Il 


3. Dämpfungssatz: Verschiebung im Bildbereich. 


R [z(t)e”“] = I ie et 


= / 2). et 
) 


B t 
9 

RWNTHAACHEN 

UNIVERSITY 


4. Ähnlichkeitssatz: Die Kurvenbilder werden in einem gewissen Ähnlichkeits- 


verhältnis verformt. 
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3.2 Eigenschaften der Laplace-Transformation Ill RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

5. Differentiationssatz: 

°  seix(f) eine stetige und differenzierbare Funktion für t > 0. Dann gilt 


2 5 xt) = | “ z zlt) et at 


=-:(0)+s-£|x(t)] 


«  Gelten die oben genannten Voraussetzungen auch für die (n-1)-te Ableitung der 
Funktion x(?), so lässt sich der Differentiationssatz verallgemeinern zu 


2u]- ea) 


(n-1)-te Ableitung für = 0 
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3.2 Eigenschaften der Laplace-Transformation IV RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Durch wiederholte Anwendung der partiellen Integration ergibt sich schließlich 


L r 0) - RP - ter 
=" L xt] - = rer) 
v—=0 
= s"X(s) — 3 Aue) 
v=0 


° Merke: die Laplace-Transformierte der n-ten Ableitung einer Funktion x(i) lässt 
sich somit auf die Laplace-Transformierte der Funktion selbst und deren 


Anfangsbedingungen x®(0), i=0,...,n- 1 zurückführen. 
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3.2 Eigenschaften der Laplace-Transformation V RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Sonderfall des Differentiationssatzes: 

Betrachtung von Funktionen, die im Ursprung unstetig 


sind ... 
{nF — Im - 
Die Funktion x(f) habe für ı= 0 eine Unstetigkeits- 2(07) = imz(0 +8) 
stelle mit den links- und rechtsseitigen Grenzwerten x(0”) _ lin «(0 u 5) 
« Weiterhin habe die Funktion eine Laplace- 
Transformierte £ [x(t)] und es gilt 
z() = 2.(1) + oft): (x(0*) -=(0°)). u 
nn? 
©*(t) __. x(0)) 


Quelle: R. Isermann, Skriptum „Regelungstechnik I“, © TU Darmstadt 
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3.2 Eigenschaften der Laplace-Transformation VI RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Für die Ableitung der Funktion x(7) gilt dann 
d j _ 
7 = et) + [rl0") < OT] 6) 
« Dabei ist &.(t) die Ableitung der „Restfunktion“ x.(t), die bis auf die Unstetig- 
keitsstelle definiert ist, d.h. x(t) = x.(t) + o(t)(x(0*) — x(0)). 
« Speziell an der Unstetigkeitsstelle ist die Ableitung des unstetigen Anteils x*(r) 
der Funktion x(?) durch folgenden Differenzenquotienten definiert: 


EN _E 
e—0 € 
= [2(0°) - z(07)] : ö(t) 
« Die Laplace-Transformierte von &.(t) wird gemäß 


2420] =-20+s- Late) 


gebildet, wobei der rechtsseitige Grenzwert aus dem Inneren des Integrations- 
bereichs verwendet werden muss. 
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3.2 Eigenschaften der Laplace-Transformation VI RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Für die Laplace-Transformierte der gesamten Funktion x(z) ergibt sich 
d _ 
2 || = £1ist01+ 2 120%) - 20-500) 


= s:-X(s) - (07) + [x(07)- x(07)] -1 
=s:-X(s)-x(0) 

°  Merke: bei Unstetigkeit im Ursprung muss der linksseitige Grenzwert ver- 
wendet werden. Diese Ergebnis schließt den Sonderfall stetiger Funktionen ein, 
da für diese grundsätzlich z(0*) = x(0”) = x(0) ist. 

« Tritt die Unstetigkeit nicht in der Funktion x(?) selbst, sondern erst in deren (n-1)- 


ter Ableitung auf, so gilt für die Laplace-Transformierte der n-ten Ableitung in 
Anlehnung an die Gleichung 


= at) = s"X(s) — war (0°) 


« Alle anderen Anfangsbedingungen bleiben unverändert, da die Ableitungen bis 
zur (n-2)-ten Ableitung an der Stelle (= 0) stetig verlaufen. 
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3.2 Eigenschaften der Laplace-Transformation VIl RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


6. Integrationssatz: 


[ne] - [" [anarera 


7. Faltungssatz: Die Laplace-Transformierte einer Funktion 3(t) sei als Produkt 
zweier Laplace-Transformierter gegeben. 


L [t3(t)] = I t3(t) E oe“ dt = Xı(s) ® Xa(s) = Xz(s) 


« Die Funktionen x,(?) und x,(f) seien bekannt. 
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3.2 Eigenschaften der Laplace-Transformation VIl RWTHAACHEN 

UNIVERSITY 
Gesucht ist die der Multiplikation im Bildbereich entsprechende Rechenoperation im 
Originalbereich. 


£ —X R — st J = U 
[23] ı(s) :Aa(s) I, zı(r)e T I, z>(u)e”" du 
— / 21(T)22(u)e (tt) dr 


« Substituiere t=T+u 


-[ La r)za(t - r)e * dtdr 
T=0 


«  Vertausche Reihenfolge der Integration 


-/ IR: -t2lt -r)dr-e "dt 
t=0 JT=0 
= x3(t) -e”®" dt 

t=0 


Quelle: R. Isermann, nn „Regelungstechnik |", © TU Darmstadt 
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3.2 Eigenschaften der Laplace-Transformation VIII RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


« Die Originalfunktion ı:3(t) hängt somit über das Faltungsintegral mit den 
Funktionen x; (t) und x2(t) zusammen 


le | zı(r)-zalt- r)dr = zılt) *zaft) 


« Die Faltung wird vielfach mit dem Operator ”*” abgekürzt. 


m ed T © S. Leonhardt, MedIT 3. Die Laplace-Transformation 18 


61 


Laplace-Transformation Systemtheorie I 


62 


3.2 Eigenschaften der Laplace-Transformation IX RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
8. Grenzwertsätze 


« Aus der allgemeinen Form des Differentiationssatzes lassen sich einfache 
Formeln zur Bestimmung der Anfangs- und Endwerte bzw. -steigungen einer 
Funktion x(f) aus der zugehörigen Laplace-Transformierten £’[x(t)] ableiten. 


« Wichtige Voraussetzung für die Anwendung dieser Formeln ist die Existenz der 
gesuchten Grenzwerte. 


° Sei wieder :(t) = z.(t) + o(t)(z(0*) - x(0”)). 
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3.2 Eigenschaften der Laplace-Transformation X RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


8.1 Anfangswert 

« Aus d © J 
zixd|= 

Fr ) N 7 


°« Wegen s = ö+ jo ergibt sich für den Grenzfall ö — oo (unendliche Konvergenz- 
abszisse) für die Dämpfungsfunktion 


Zr fort=0 


lim e” 
6—00 


0 forti£0 


> lim [ . z(t)e”* dt = lim I gu x(t)-1dt 
od u Eee, 


x e=0 Jo_e 


m d zelt)dt lim [7 Ix(0*) — x(0”)]ö(t) dt 
.- EDV J0-e 
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3.2 Eigenschaften der Laplace-Transformation XI RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
« Da der Imaginärteil des Laplace-Operators beim Grenzübergang keinen Einfluss 
mehr auf die Dämpfungsfunktion hat, ist ö — oo gleichbedeutend mit s — ©. 


z(0F) = im s-£|x{t)] 
= lim s- Zelt) 


= lim s-X(s) 


S—XO 


8.2 Anfangssteigung 
« Die Laplace-Transformierte der zweiten Ableitung einer für = 0 stetigen 
Funktion x(?) ist gegeben durch 


£ F «) = [ - ste td =-:(0°)-s2x(0)+3°L[elt)' 
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3.2 Eigenschaften der Laplace-Transformation {ll RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Für den Sonderfall der unendlichen Konvergenzabszisse ( > x > s— x) 
geht der Integralterm über in 
© 12 


Jim | 5 ade" dt = ’ "g3l0*) - 30") ö@)dt = &(0*) -&(0-) 


Aus der Verbindung dieser beiden Gleichungen ergibt sich die Anfangssteigung 


:(0*) = lim -s2(0°)+s?: Z [x(t)] 


ITOO 


Erweiterung auf im Ursprung unstetige Funktionen. 


« Bei der Herleitung der obigen Beziehung wurde vorausgesetzt, dass die 
Funktion et) an der Stelle t = () stetig verläuft. Dies war notwendig, um zu 
garantieren, dass die erste Ableitung von x(t) für t=() endlich bleibt und die 
zweite Ableitung wenigstens durch einen 8 -Impuls beschrieben werden kann. 
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3.2 Eigenschaften der Laplace-Transformation {Ill RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Durch einen einfachen Trick lässt sich die Formel zur Bestimmung der 

Anfangssteigung auf unstetige Funktionen anwenden: 

« Ersetzt man den Anfangswert (0) durch :(07'), so entspricht dies einer 
Verschiebung von x(t) für t = 0 in der unten dargestellten Weise. 

« Die Funktion x(t) wird dadurch für t = 0 stetig. Offensichtlich hat diese Ver- 
schiebung keinerlei Konsequenzen für die Berechnung der Laplace-Trans- 
formierten der Anfangssteigung. 

« Die Anfangssteigung ergibt sich somit aus der leicht modifizierten Formel 


&(07) = ‚Kim (-32(0*) + 3°: 2 [x{t)]) 


Merke: Bei im Ursprung unstetigen Funktionen z x x(0°) 


gilt: Fi 
«  Differentiationssatz: benutze linksseitige 

Grenzwerte x(0') 
« _Grenzwertsätze: benutze rechtsseitige x(0)) 


Grenzwerte N 


Quelle: R. Isermann, Skriptum „Regelungstechnik I“, © TU Darmstadt 
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3.2 Eigenschaften der Laplace-Transformation XIV RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


8.3 Endwertsatz 


« Ausgangspunkt für die Herleitung des Endwertsatzes ist wieder die Laplace- 
Transformierte der ersten Ableitung eines Signals x(t), für die allgemein gilt 


« Fürden Grenzübergang s — 0 vereinfacht sich die Dämpfungsfunktion zu 


« Damit ergibt sich 


d do 
li — = —_ 
so - b: «“) \ dt 2 


m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 3. Die Laplace-Transformation 24 


64 


Systemtheorie I Laplace- Transformation 


3.2 Eigenschaften der Laplace-Transformation XV RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
8.4 Endsteigung 
« Ausgehend von der Laplace-Transformierten der zweiten Ableitung eines 
Signals (t) lässt sich völlig analog zum Endwertsatz eine einfache Formel zur 
Bestimmung der Endsteigung ableiten. 


(00) = lim (s?Z [x(t)]) 


s—U 


—] 2 
= lim s°X(s) 
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3.2 Beispiele zu den Grenzwertsätzen I RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
1. Gegeben ist die Funktion 
ze 0 fürt<O 
e* fürt>O 
> Zt) = / er = r elta 
N) 0 s+a 


« (Vgl. Korrespondenztabelle, S. 7, Nr. 5 ...) 


°  Anfangswert z(0*) = lim s£|x(t)] = lim 


 Anfangssteigung (0°) = lim s[s£ [x(t)] - z(0*)] = lim s i 5 n a ı} 


s>X 3—00 

R —(S 
= lim SS 

s-XxSs+Q 

. 5 
*  Endwert z(o0) = lim =) 
s-0Ss+& 
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3.2 Beispiele zu den Grenzwertsätzen Il RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
2. Gegeben ist die Funktion 
3 = Eu w 
z(t) =sinwt 0—e X(s) = RR 
SW 


Falsch! Dieser Limes existiert nicht! 


Merke: Nutze die Grenzwertsätze mit Augenmaß. Der Limes muss existieren ... 
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3. Die Laplace-Transformation 27 
3.2 Zusammenfassung RWWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Nr. | Theorem Name 

1. | Z[f))=F(s) = ’ Fe”dt Definition 

2..| .2Zikft)) = kF(s) Lincarität 

3. ZW) -+-Rl] = Fils) + Fi(s) Linearität 

4 | Le") =F(s-+ a) Dämpfungssatz 

5 Zt -7)] =e TF(s) Verschiebungssatz 

6. | Ziflat)] 5 are ) Ähnlichkeitssatz 

7. = = = sF(s) - f(07) Differentiationssatz 

8. £ = = s’F(s) - sf(0°) - (0°)  Differentiationssatz 
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3.2 Zusammenfassung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Beachte: 

« Zu 11.) um das richtige Ergebnis zu erhalten, müssen hier alle Nullstellen des 
Nenners von F(s) negative Realteile haben und maximal eine darf im Ursprung 
liegen. 

« Zu 12.) dieser Satz gilt nur, wenn die Funktion fr) stetig ist oder maximal eine 
sprungförmige Unstetigkeitsstelle bei + = () hat (d.h. keinen 8 -Impuls oder eine 
Ableitungen davon im Ursprung). 


Nr. | Theorem Name 

anf BR; c n—k pk—-1l/n— a SEE a 
9. £| pn ] =s"F(s) 2 s" "f" (0°)  Differentiationssatz 

{ 
10.1.2 | Stn)ar = Fe Integrationssatz 
0= a 
11. fl) = lim sF(s) Endwert 
12. | #67) = lim sF(s) Anfangswert 
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Gliederung RIWTHAACHEN 


UNIVERSITY 
3.1 Einführung 


3.2 Definition und Eigenschaften der Laplace-Transformation 

3.3 Lösung von Differentialgleichungen mit Hilfe der Laplace-Transformation 
3.4 Blockdiagramme und Übertragungsfunktionen 

3.5 Hausaufgaben 


m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 3. Die Laplace-Transformation 30 


67 


Laplace-Transformation Systemtheorie I 


3.3 Lösung von Differentialgleichungen | RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Gegeben sei die folgende Dgl., inkl. der folgenden Anfangsbedingungen 


n ; £ 
d' 
2 ni zU 
dt’ dt 
i=0 
Laplace-Transformation ergibt 


> e ‚vo = 5 ) 


i=0 k=0 


=y%(0) V i=l..n-1 
t=0" 


=U(s) 


Auflösen nach Y(s) ergibt 


n 


ft j 
 % 871%, 6%) (0) 
k=0 


U i= 

Yo 
Y, Ust y) 0,8 
i=0 i=0 


« Dererste Term entspricht der partikulären Lösung (forced response) -> 
Reaktion auf Eingangssignal U(s). 

« Der zweite Term entspricht der homogenen Lösung (free response = natural 
response) > Reaktion auf Anfangsbedingungen. 
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3.3 Beispiel RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Aufgabe: Finden Sie Y(s) für 

d’y  „dy 

ie: —_Z 19 = 

7P +3 +2y= el) 
° Gegeben: n=2,900)= -1, dyfdileo>=2 
Lösung: (PY(s) -(-1)s-2) +3: (sY(s) - (-D)+2Y6) = - 


Anmerkung: an diesem Beispiel kann man die „Schönheit der Lösung von 
Differentialgleichungen mit der Laplace-Transformation* studieren > sowohl 
Signale als auch Anfangsbedingungen und Differentialoperatoren führen auf 
Polynome in s 


= Y6)- (9° 43542)= = -(6+1) 


2 = 
-(s+s-—1 
> Ye = ul 
s-(s?+3s+2) 
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3.3 Lösung von Differentialgleichungen Il RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Gegeben sei folgende lineare an mit konstanten Koeffizienten 
Dac dfi I j n 


Die zugehörige Laplace-Transformation lautet: 


> e (+ (6) Dst-ry o)) >> D (vu z 3 u o)| 
i=0 k=0 j=0 k=0 


wobei u‘'%(0) die k-te Ableitung zum Zeitpunkt = 0 ist. 


Die Lösung im Laplace-Bereich ist 


m } m J<Z n i-l j 
= bjs) %,; S ‚gd— 1-k, u) (0) > as RR) (0) 
Ys) = T— U) - FF — HH, 
Y,a;8° 5 aus! Y,.a;5° 
i=0 i=0 i=0 
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33Bispel_ 0 IRWNITHAACHEN 
UNIVERSITY 


Aufgabe: Finden Sie Y(s) für 
d’y a no du 


° gegeben: u(t) = e=* und y(0) = 1, dy/dtlı=o = 0, u(0) =1 


Lösung: (Zwischenschritte a vous) 
« Weitere Angaben: m=1,n=2,0,=2,a,=3,0,=1,b,=3,b, = 1 


Y(s) s+J3 1 % s+3 1 
— s)= | —- |]. | —— a u en 
s32+35+2 s+4 32+35+2 s?+35+2 


\ 2, \ , 
Yv Ye 


Partikuläre Lösung Homogene Lösung 


Beachte: im Laplace-Bereich sind dies alles Polynome 
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3.3 Inverse Laplace-Transformation RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Bei der Analyse linearer, zeitinvarianter Systeme mit konstanten Koeffizienten inkl. 


Anfangsbedingungen und linearer Anregungsfunktion u(r) mit Hilfe der Laplace- 
Transformation ergeben sich stets gebrochen-rationale Bildfunktionen (siehe 


Beispiel) 
1 (5) Fr en 
_ Bis) , Bx() | Bs() 
Aı(s) Asls) As(s) 
Frage: 


* Wie berechnet man die Laplace-Rücktransformation y(?!)? 


co+j%o 
ylt)- ol!) = Zr) = 5 / Y(s)-e*.ds 


e-7%x 
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_3.3 Inverse Laplace-Transformationl Z0202_RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Allgemein: Gegeben ist eine gebrochen-rationale Funktion der Ordnung z im 
Laplace-Bereich 
Zt + Dms" 
Y(e)= (s) _ Botbist... + bms Er 
N(s) ag +Q15+...+ 5" 


Das Nennerpolynom X(s) lässt sich nach dem Hauptsatz der Algebra in die 
Produktform überführen. 


n 


N(s) = (s - sı)(s - 82)... (8 - Sn) = le -8;) 


Die Nullstellen s; von N(s) werden als „Pole“ oder „Polstellen“ bezeichnet. 


Es gibt insg. 3 Möglichkeiten, um die Rücktransformation zu berechnen: 


1. Rückführung auf tabellierte Funktionen — Nutzung einer Laplace- 
Korrespondenztabelle (trivial). 


2. Partialbruchzerlegung und anschließende Nutzung einer Laplace- 
Korrespondenztabelle (muss man üben). 


3. Explizite Lösung des Umkehrintegrals (z.B. über Residuensatz > schwer). 
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Laplace- Transformation 


3.3 Partialbruchzerlegung | 


RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
1) Seim<n und N(s) habe n verschiedene Polstellen. 
« Zerlege Y(s) in 
_ Zs) __Bı Ba En  B 
en ee 22 (=) 


-at 
unter Beachtung von €“ 


n 
er ibtsich y(t)= ) Bije* 

ar ergibt sich y(t) 2 ;e 
Frage: Wie bestimmt man die B,'s ? 


Methode 1: Für jeden Pol s, 


(sk - 5) 
i=1 
i#k 
Kürzen von s, in M(s) 
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3.3 Partialbruchzerlegung II RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
« Alternative: Anwendung der Regel von L’Hospital 


> Heaviside’scher Entwicklungssatz 
4 n 
 Els-) ___ Zi) 2 2] 2) .s 
B zZ lim ae > 2 “ = a “ 
Ze) — EN] BOEP SE CHE 
. Z(s) Er Bı N B3 N N Br 
Methode 2: Y(s) N6) — (s = sı) j (s = 52) 1 (s = sn) 
B;: I (8 - 5i) 
\ 3 B; Ih 
= (s- 5) N(s) 


Berechnung der B;’s durch Koeffizientenvergleich 


Z(s)=B;- IIs - 8) 
iz 


> Es entsteht ein lineares Gleichungssystem der Ordnung n, über das die 
Parameter bestimmt werden können. 
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3.3 Beispiel zur Partialbruchzerlegung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Aufgabe: 
« Gegeben sei 
s®?+2s+2 s’+2s+2 
Ho) ne. 
s®®+3s+2 (s+1)-(s+2) 
« Berechnen Sie die Partialbruchzerlegung. 
Lösung: 
a) Polynomdivision, um m<n zu erreichen: 
(s+2s+2): (s®®+3s+2) = 1-s/(s®’+3s+2) +0 
(s? 35 2) 
en 
; A B 
b) anschließend u ee 
wel nase 
As+Bs=-5 
2A+B=0 => A=1B=-2 
1 2 
= zia)=14 
(e) (s+1) (+2) 


3. Die Laplace-Transformation 
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Sei m <n und N(s) habe mehrfache Polstellen. 


39 


RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


« Treten einzelne Polstellen des Nennerpolynoms N(s) mehrfach auf, so enthält 


die Partialbruchzerlegung Terme der Form 


Dos 


(s - u)” 


Baı 


So) 


wobei seine dieser Mehrfachwurzeln mit der Vielfachheit r darstellt. 


« Die zugehörigen Koeffizienten ergeben sich aus der Formel 


1 Ku I a} Be 


vu 


(rl der 
« füri=1...r. Aus diesem Ergebnis geht als Sonderfall für r = I die Bestimmung 
der B, bzw. der Heaviside’ sche Entwicklungssatz hervor. Die Rücktransforma- 
tion der Einzelterme nach der Korrespondenztabelle liefert dann 


el 


= 5) er... 


3. Die Laplace-Transformation 


.+ Br. 
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3.3 Beispiel zur Partialbruchzerlegung Il RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Aufgabe: N 
« Gegeben sei F(s) = GEr.C) 
« Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung. 
Lösung: Fils) = 1 Bı, 1 Bi; Ba 
7 lr2.(+2) (+) (st (st) 
ud de  Z(s) dd „2(s) 
Bu nyia (6 U) va) ern va u 
#1 SI —- Fur 
ds 5) ir +2)? 
a BE: u „2(s) u ,2(s) u 
Bu ee) ” } = 
BE 1 1 u Z(s) u 
7 Ani Ge Be] ni: 
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3.3 Beispiel zur Partialbruchzerlegung Ill RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Beispiel zur Vorgehensweise bei konjugiert-komplexen Polen: 
Aufgabe: 
« Gegeben sei F(s) = 3 


s:(s?+2s+5) 


° Anmerkung: es gibt 2 Pole bei s,„=-1 +2i 
« Diese Funktion muss mit einem modifizierten Ansatz zerlegt werden 
3 Kı Ka + K3s 
F(s) = = - 
() s-(s?+2s+5) s "Reel: 
ur Kı Ks + Kzs 
s 82+25+5 


«  Koeffizientenvergleich führt auf 


5” -(Kı Di Ks) —( 
s-(2K} + Ks) —=( 
5-Kı=3 |> F(s)= 


ss 1 3 s+2 
5s 5 2+2s+5 
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Gliederung RWWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

3.1 Einführung 

3.2 Definition und Eigenschaften der Laplace-Transformation 

3.3 Lösung von Differentialgleichungen mit Hilfe der Laplace-Transformation 

3.4 Blockdiagramme und Übertragungsfunktionen 

3.5 Hausaufgaben 
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_3.4 Blockdiagramme und Übertragungsfunktionen _RWIHAACHEN 
UNIVERSITY 


Gegeben sei die lineare zeitinvariante Differentialgleichung n-ter Ordnung 
aoylt) + aryld) +... + my 9(E) = doult) + brült) +... + bmu®(t), m<n 


°  u(t) ist das Eingangssignal, y(f) ist das Ausgangssignal. 
« Alle Anfangsbedingungen seien 0. 
° Die Übertragungsfunktion G(s) dieser Differentialgleichung ist gegeben durch 


de: rn re) 


Us) (ams"+m-ıs"1+..+015+ 00) 


(a„s” + RR L ss ach a0) 
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Systemtheorie I Laplace- Transformation 


3.4 Zusammenschaltung von Übertragungsgliedern RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Wenn G,(s) und G,(s) Übertragungsfunktionen im Laplace-Bereich sind, ergibt sich 

für den Systemausgang einer Serienschaltung 


Y(s 
G(s) = un = G1(s) G2(s) a = n. 


und einer Kreisschaltung (Rückkopplung) Ms) Y(s) 


Merke: Übertragungsfunktion der Kreisschaltung: 
Vorwärtsübertragungsfunktion / 1 + Schleifenübertragungsfunktion 
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3.4 Beispiel RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Aufgabe: Gegeben sei u(t) = o(t) = 1(t) und folgende Dgl.: 


dy(t) 
—— +2y(t) = oft 
tra 
« Berechnen Sie y(r) unter der Voraussetzung, dass alle Anfangsbedingungen 
gleich null sind. 


Lösung: Yes) i 
on . er 
« Berechne die Übertragungsfunktion G(s) = 76) s+2 
«._ Berechne Y(s) Ya=ölene=- 2 ee 2 
r “7 s428 sa) 
0,5 0,5 
« Partialbruchzerlegung Y(s) =G(s) -U(s) = Br; 
°  Laplace-Rücktransformation y(t) =0,5-0,5 (e*) =0,5:(1- e”*) 
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Laplace-Transformation Systemtheorie I 


3.4 Impulsantwort und Gewichtsfunktion RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Gegeben sei 
Y(s) zE (dm Ss” En REN aan +..+bis+ bo) 


s)ı= 
(3) Uls) (ans? +an-15""1+..+018+ 00) 


° Hinweis: die Übertragungsfunktion G(s) entspricht Y(s) = G(s) wenn U(s) =1 
« In diesem Fall gilt: 


Re 0 oe ERBE a ne, 
Yımpuls(8) — G(s) = = = ! : 0) (1) 


(ans? + m-ı37 "14... +018+ 0) 


Dies ist die Laplace-Transformierte 
eines Dirac ö-Impulses 


Die Laplace-Rücktransformation der Übertragungsfunktion selbst beschreibt die 
Antwort eines Systems G(s) auf einen ö -Impuls. 


« Im Zeitbereich bezeichnen wir die Impulsantwort des Systems G(s) auch als 
Gewichtsfunktion g(?). 


« Die Gewichtsfunktion beschreibt das System eindeutig. 


FAQ) 
ö-Impuls | [6 


medi | ke] © S. Leonhardt, MedIT 3. Die Laplace-Transformation 


3.4 Faltungsoperation RWNTHAACHEN 
a UNIVERSITY 


« Beachte: Im Zeitbereich wird ein beliebiges, nicht notwendigerweise period- 
isches Eingangssignal u(f) mit dem Ausgang y() über das Faltungsintegral 
mit der Gewichtsfunktion g(?) eines Systems verknüpft: 


y() = ’ glt-r)-ulr)-dr= gli) “ul da I 


« Im s-Bereich verknüpft die Übertragungsfunktion G(s) die Ein- und Ausgangs- 
signale, die Faltung wird zum Produkt. 


Y(s) = G(s)-U(s) U(s) Y(s) 
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3.4 Sprungantwort RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Da es physikalisch „schwierig“ ist, einen ö-Impuls zu erzeugen, wird anstelle der 

Gewichtsfunktion häufig die sog. „Sprungantwort“ eines Systems gemessen. 


« Im Laplace-Bereich ergibt sich: 


1 
Yarmungl#) = @la) - —- [/ 111 Viewer for sısoDesign task _____ El 
5 File Edit Window Help 
Dsealı 


« Die Rücktransformation in den Zeitbereich 
erzeugt eine Sprungantwort. 14 


« Diese wird auch als „Übergangsfunktion“ 
bezeichnet und häufig mit h(t) abgekürzt. 
« Ein Beispiel findet sich rechts. 


Step Response 


« Beachte: 
d d 
Yımpuls(t) Z g(t) Zu di sprung (t) Zu Fr) 5 5 7 13 3 35 fi 15 5 
- Time (sec) 

Liyaner IV Real-Time Update 
http://www.mathworks.com/access/helpdesk/help/toolbox/control/getstart/step_r 
esponse_updated.gif 
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Gliederung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

3.1 Einführung 

3.2 Definition und Eigenschaften der Laplace-Transformation 

3.3 Lösung von Differentialgleichungen mit Hilfe der Laplace-Transformation 

3.4 Blockdiagramme und Übertragungsfunktionen 

3.5 Hausaufgaben 
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3.5 Zum Nachlesen RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Hausaufgabe: 

« Lesen Sie dieses Kapitel im Skript ... 


Zur Vertiefung: Regelungstechnik | 
«  H. Unbehauen, „Regelungstechnik |“, 15. . er Regeisyseme, Fuzy Reg 
Auflage, Vieweg+Teubner, Wiesbaden, 


2008 
« darin Kap. 4.1 und 4.2 Por 
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4. Modellbildung im Frequenzbereich 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
med ıT Systemtheorie 1 


Prof. Dr.-Ing. Dr. med. S. Leonhardt 


Gliederung RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
4.1 Analyse Elektrischer Netze 
« Wiederholung: Kirchhoffsche Gesetze 
« Passive Schaltungen und komplexe Impedanz 
« Knoten- and Maschen-Analyse 
« Aktive und Passive Schaltungen 
« Gewöhnliche und partielle Differentialgleichungen 
4.2 Translatorische Mechanische Systeme 
4.3 Rotatorische Mechanische Systeme 
4.4 Elektromechanische Systeme 
4.5 Hausaufgaben 


http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/t 
humb/f/fe/Gustav_Robert_Kirchhoff.jpg 


Gustav Robert Kirchhoff 
deutscher Physiker 
*12. März 1824 in Königsberg 

(Preußen) 
t 17. Oktober 1837 in Berlin 
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Modellbildung Systemtheorie I 


4.1 Wiederholung: Kirchhoffsche Gesetze RWTHAACHEN 
a E UNIVERSITY 
Erstes Kirchhoffsches Gesetz: Die Summe aller Ströme über eine beliebig 
gewählte geschlossene Hülle ist stets Null: 


Yi=0 + Y,hıl)=0 0 Ylls)=0 
k k k 


« Als wichtiger Spezialfall ergibt sich die Knotenregel: Die Summe aller Ströme 
an einem Knoten ist stets Null 


Zweites Kirchhoffsches Gesetz („Maschenregel‘): 


« Die Summe aller Spannungen entlang eines beliebig gewählten geschlossenen 
Umlaufs (Masche) ist stets Null: 


>,U%=0 =? U) =0 0 Y,U4(s)=0 
k k k 


« Wichtig: diese Gesetze gelten auch im Frequenzbereich ... 


« Warum? 
« \WNeil die betrachteten Systeme per Definition linear sind ... 
med ıT © SS. Leonhardt, MedIT 4. Modellbildung im Frequenzbereich 3 
_4.1 Komplexe Impedanzen undLetwere DO _RWITHAACHEN 


UNIVERSITY 


Wir definieren Spannungs-Strom-, Spannungs-Ladungs-Beziehungen sowie 
Impedanzen (komplexe Widerstände) und Admittanzen (komplexe Leitwerte) für die 
drei passiven Schaltungselemente Widerstand, Kondensator und Spule. 


Schaltungen aus Strom- und Spannungsquellen sowie passiven Impedanzen nennt 
man “passive Schaltungen”. 


Symbol Spannungs - Strom - Beziehung Spannungs- Impedanz Admittanz 
Ladungs- Z(s) = Y(s) = 
Beziehung Uls)/(s)  IKs)/U(s) 
C bi 
1 ff. . duft) 2 1 1 
(t)= — d ‚(t) = ÜE —— t) = oft Os 
Az ws [ine 1-0 = © 
R 
i ; 1 dat) 1 
[| u(l) = R- i(l) i(t) = Zu(l) u(l) = R—— -=G 
Widerstand R di 12 
L di(t) 1.78 delt) 1 
5 it) = —L Ls — 
m 0-1 (= N una u) =1E u 
Induktivität 
med ıT © S. Leonhardt, MedIT 4. Modellbildung im Frequenzbereich 4 
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Systemtheorie I Modellbildung 


4.1 RLC-Serienschaltung | RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Aufgabe: 

Gesucht ist die Kondensatorspannung u.(t) als Funktion der Spannungsquelle u(?). 


Lösung: 
« Hinweis: Soweit nicht anders angegeben, wird angenommen, dass alle Anfangs- 
bedingungen abgeklungen sind. 


TE 
°-  Maschenregel > ur=0 


m 
°-  Knotenregel 2 0 
3-1 
m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 4. Modellbildung im Frequenzbereich 5 
41 RLC-SerienschtunglI 70 RWITHAACHEN 


UNIVERSITY 


Die Summe aller Spannungen (angenommen, dass die Anfangsbedingungen gleich 
null sind), ergibt die Integrodifferentialgleichung: 


en + Rift) af r)dr = uft) 
Unter Benutzung von i(t) = dg(t)/dt tauschen wir die Variablen Strom und 
Ladung: 2 ” dglt) j 
q q 
L — — 
Fr R——- ae ak) u(t) 


Mit der Spannungs - Ladungs - Beziehung lässt sich die Gleichung weiter 


umschreiben: 
galt) = C uct) 
d’uc(t) duc(t) 
Ta er 


> Lineare Dgl. zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten: 
> Eingang ist u(t), Ausgang ist u.(f) 


m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 4. Modellbildung im Frequenzbereich 6 
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Modellbildung Systemtheorie I 


4.1 RLC-Serienschaltung Ill RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Laplace-Transformation der Dgl. 


U(s) = (LCs’+RCs+1):-Uc(s) 


«  gebrochen-rationale Funktion zweiter Ordnung 


Uc(s) 1 Io 


U() LCs®+RCs+1 = ++ 


«  Merke: Definition einer komplexen Impedanz bzw. Admittanz 


« Entsprechend: 


_ Uxls) _ 
Zr(s) = 1() = 
ie ee > 
20 5‘ 
_ Vils) _ 
Zr(s) = 1(s) =L-s 
med T © S. Leonhardt, MedIT 4. Modellbildung im Frequenzbereich 7 
_4.1 Ermittlung der Übertragungfuktionoön 2 RWITHANCHEN 
UNIVERSITY 
Anmerkung: 


« Unter Benutzung der komplexen Impedanzen lässt sich die Übertragungs- 
funktion auch direkt und viel schneller mit Hilfe der Spannunggsteilerregel im 
Laplace-Bereich bestimmen 


Für das Beispiel gilt: 


U(s) = (Rrzs4 =) - I(s) 


« Die Übertragungsfunktion lässt sich unmittelbar durch Elimination von /(s) 
bestimmen. 
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4.1 Maschen- und Knotenanalyse RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Wir erinnern uns: 


Maschenanalyse 


« Ein „flaches“ oder „planares“ Netzwerk ist definiert als eine Schaltung, die auf 
einer Oberfläche abgebildet werden kann, ohne dass sich Leitungen 
überkreuzen 

« In einem planaren Netzwerk mit m Maschen gibt es m linear unabhängige 
Maschengleichungen. 


Knotenanalyse 


« Ein „primärer“ Knoten in einem Netzwerk ist definiert als ein Ort, an dem sich 
drei oder mehr Leitungen treffen. 


« In einem planaren Netzwerk mit k Knoten gibt es (k -I) linear unabhängige 
Knotengleichungen. 


med ıT © S. Leonhardt, MedIT 4. Modellbildung im Frequenzbereich 9 
41 RC-Schaltung mitzweiMscheni 2 2 _IRNWNTHAACHEN 

UNIVERSITY 
Aufgabe: 


Gegeben ist das folgende komplexe Netzwerk: 


a.) Bestimmen Sie die Übertragungsfunktion G(s) = Us(s) / Uı(s) im Laplace- 
Bereich. Welches dynamische Systemverhalten liegt vor? 


b.) Geben Sie ein Modell im Zeitbereich an (Differentialgleichung). 
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Modellbildung Systemtheorie I 


4.1 RC-Schaltung mit zwei Maschen Il 


I Rı ©) la R2 


RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Lösung von Aufgabe (a): 


Ohmsches Gesetz (a) Us(s) = RR - Is(s) 

(b) Ux(s) = 5 En 
Knotenregel (1) I.(s) = Ia(s) + Is(s) 
Maschenumlauf (2) U,(s)=Iı(s)- Rı + Uals) 
Maschenumlauf (3) Us(s) = Is(s) : Ra + Us(s) 


4.1 RC-Schaltung mit zwei Maschen Ill RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
aus 
1.) I2(s) = Iı(s) - Is(s) 


2.) U1(ls)-Ua(s) = I1(s)-Rı > Iıls) = 1 )-020)) 


3.) Ua(s)-Uz(s) = Iz(s)-Ra > Iz(s) = RU) 


lassen sich 7, Z, 7, und D, eliminieren: 


OO) 


GLICEZUDE 
(3) und (2) in (1) 


an) > Ua = L- (2 Wi) - U) - (Wale) - Us) 


Cı 
se eh Vals) + —— - Uz(s) 
Fi . Ss u s 5 s I NE 2 un s 
s- RıC1 . s- RıCı ” s: RoCı z s: RoC1 3 
med ıT © S. Leonhardt, MedIT 4. Modellbildung im Frequenzbereich 12 
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4.1 RC-Schaltung mit zwei Maschen IV RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
(D Uz(s)- (R2C2s+1) = Uxa(s) 


(m 00 (1+ EUR BE ) ER; EREEERL .2 7 


s:RıCı s-RoCı u s- RıCı s- RoCı 
ae ET a BE re ee 
—a Ss)‘ Ss)° = . Ss P s 
s =. + ah «ae - en > 
1 1 R2C2 | © 1 1 
iM | Te s-RaCı RıCı ur + R2C2s u) s- RıCı 1(e) 
1+s-RıC1+s- RoCa + s: RiCa + 3? - RıR2C1 CH 1 
Uz(s)- = -U1(s) 
s: RıCı s- RıCı 
Us(s) _ 1 


Us) 1+s-(RıCı + RıCa+ RoC>) + 5? (RıCıR2Cy) 
1 System zweiter 


At -atn- Ordnung 
m ed I | © S. Leonhardt, MedIT 4. Modellbildung im Frequenzbereich 13 


4.1 RC-Schaltung mit zwei Maschen V RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Lösung von Aufgabe (b): 


Uz(s) _ 1 


aus -_ 5 
Us) 1+s-(RıCı+ RıCa + RaC2) + s* - (RıC1ıR2C>) 


ergibt sich [ + 8: (RıCı + RıC> + Ro»C>) + en i (cRacn) -Uz(s) = U} (s) 


=aı = 


und damit | Uz(t) + a1 -Üs(t) + ao-Üz(t) = Uift) 


mit a = RıCı + RıCa + RaCa 
2 = RıC1R2C2 
med ıT © S. Leonhardt, MedIT 4. Modellbildung im Frequenzbereich 14 
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4.1 RLC-Schaltung mit zwei Maschen I RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Aufgabe: 

Berechnen Sie /2(s) /U(s) für die gegebene Schaltung. 


R, R, 


ud) 


m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 4. Modellbildung im Frequenzbereich 15 


4.1 RLC-Schaltung mit zwei Maschen Il RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Lösung: 
= I; 


« Masche (1) U(s) = R; : Iı(s) + Ls- (Iı (s) - Ia(s)) 


— Ir, 2 
« Masche (2) — Ls- (I,(s) = I(s)) +R3 . I(s) + ©: . I(s) —ı 


«  Auflösen nach /,(s) und Substitution führt auf 


ee Is(s) _ LC- s? 
iz U(s) u LC(Rı + Ra): + (RıRaC+L):s+Rı 


U(s) LCs? Ix(s) 
(Rıt Ro)LCS? +(RIR,C+L)s+R, 
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4.1 RLC-Schaltung mit Knotenanalyse RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Aufgabe: 
« Bestimmen Sie die Übertragungsfunktion Uc(s) / U(s) mit Hilfe der Knoten- 
analyse 


Lösungsskizze: 
«  „Definiere“ Potentiale als Knoten. 


«  Ersetze Impedanzen durch Admittanzen und die Spannungsquelle durch eine 
Stromquelle. 


UL: U(s)Gı = GıUr(s) ZE Une) 
+G2 : [Ur(s) - Vc(8)] UsG,| 


Uc: Cs: Uc(s) +Ga: [Uc(s) zZ Ur(s)] —E 


« Substituiere U, (s) durch Einsetzen 


med T © S. Leonhardt, MedIT 4. Modellbildung im Frequenzbereich 17 
44 AktiveSchltunenI__—_—_—___RWITHANCHEN 
UNIVERSITY 


Operationsverstärker (Abk. OP, OPV, OV, OpAmp, OA): 


Der Operationsverstärker ist ein Bauelement der analogen Elektronik. Mittels OA 
lässt sich eine Übertragungsfunktion realisieren. +U 


Für ideale Verstärker wird angenommen: 


°  Differenzspannung: ua(t) — un(t) — 0 «) «) 
u 

° hoher Eingangswiderstand: Z; — © u) ie = 

«  Ausgangswiderstand gleich null: Z, — 0 1 - 

« die Verstärkung ist unendlich hoch: A — 

« führt zur Ausgangsspannung: u...(t) = A: (ua(t) — un(t)) 

Invertierender Verstärker: 

« Der nichtinvertierende Eingang ist geerdet. u) 

«  Verstärkt die Eingangsspannung le) 
Uone(b) =-A-u (£) r au 

med ıT © S. Leonhardt, MedIT 4. Modellbildung im Frequenzbereich 18 


87 
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4.1 Aktive Schaltungen Il RWNTHAACHEN 

UNIVERSITY 
Betrachten wir eine Eingangsimpedanz Z,(s) und eine Rückkoppelimpedanz Z;(s) , 
dann ergibt sich die Übertragungsfunktion eines invertierenden Verstärkers aus 


I.(s) — 0 ZI) (5) 
I, (s) = -Ia(s) (Knotenregel) 1.6) Z.(s) 
U;(s) / Zı(s) = -Vo(s) / Zx(s) 

(aufgrund des Ohm'schen Gesetzes) u) 


I 


« Hinweis: Normalerweise wird die endliche Verstärkung A in den Schaltungen 
nicht dargestellt, sondern A — oo angenommen. 


U.(s) Za(s 
> | G(s) = = = 
re zu) 
medil & © S. Leonhardt, MedIT 4. Modellbildung im Frequenzbereich 19 
4.1 Beispiel RWWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Proportionales, integrierendes und differenzierendes Verhalten 
Aufgabe: 
« Bestimmen Sie die Übertragungsfunktion Uo(s) / U;(s) für die gegebene 
ann R,=220KQ C,=0,1uF 
R,=360kn ah 
Lösung: 
1 360 - 10° (s 
Ale er 20) C=5,6uF u) 
as+R 2,016s +1 ° 
Za(s) = Ra + 1900 19, 
ss) —z . —— 
. z Cas s 
s z 21.485, 33, 
= U,(s) Be 2(s) _ _1232° + 45,955 + 22,55 
U;(s) Z1(s) s 
1 
= —1,232 - s — 56,61 — 27,777 - - 
) 
Das Übertragungsverhalten zeigt sog. PID-Verhalten 
medil & © S. Leonhardt, MedIT 4. Modellbildung im Frequenzbereich 20 
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Systemtheorie I Modellbildung 
Gliederung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


4.1 Analyse Elektrischer Netze 
4.2 Translatorische Mechanische Systeme 
« Mechanische Impedanz 
« Kräftegleichgewicht und Newtons Drittes Gesetz 
4.3 Rotatorische Mechanische Systeme 
4.4 Elektromechanische Systeme 
4.5 Hausaufgaben 


http://academic.wsc.edu/nss/pscm/physics/ 
Assets/images/lsaacNewton.jpg 
Sir Isaac Newton 
* 4. Januar 1643 
in Lincolnshire, England 
1 31. März 1727 in Kensington, 
England 
englischer Physiker, Mathematiker, 
Astronom, Alchemist, Philosoph und 
Verwaltungsbeamter 


21 
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4. Modellbildung im Frequenzbereich 


4.2 Newton'‘sche Grundgesetze | RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
1. Newton'sches Gesetz 
„Der Impuls eines Massepunktes m ist konstant, wenn keine Kräfte wirken“ 


mU = const. 


2. Newton‘sches Gesetz u 


„Die zeitliche Ableitung des Impulses ist gleich der auf den Massenpunkt 
wirkenden Kraft F (force)“ 

en FR), 5 
dp u d(mv) 


= F 
dd 


ma 


X, X 
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Modellbildung Systemtheorie I 


4.2 Newtonsche Grundgesetze Il RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
3. Newtonsches Gesetz 


« „Zu jeder Kraft gibt es eine entgegengesetzt gerichtete, gleich große 
Gegenkraft“ 


«  „Actio = Reactio“ “ ._ 50) 
Fr = md = F“ 


Trägheitskräfte PZ 


Eingeprägte Kräfte 


m ed T © S. Leonhardt, MedIT 4. Modellbildung im Frequenzbereich 23 
4.2 Translatorische MechaniscoSysteme _2_„__RWIHAACHEN 
UNIVERSITY 


Mechanische Systeme „ähneln“ elektrischen Systemen 


« Sie lassen sich durch lineare gewöhnliche Differentialgleichungen 
beschreiben, die man Laplace-transformieren kann 


+ Aber: wir unterscheiden translatorische und rotatorische Systeme 


Auch in der Mechanik gibt es drei passive Elemente 


« Federn und träge Massen sind „energiespeichernde“ Elemente 
(entsprechen Induktivitäten und Kapazitäten) 


« Dämpfer sind dissipative Elemente („energiestreuende“ Elemente, 
entsprechen Widerständen) 


Energiequellen bei linearer Bewegung 
«-  Kraftquellen entsprechen Spannungsquellen 


« Geschwindigkeit entspricht elektrischem Strom (man stelle sich 
einen Strom von Massepunkten vor) 


In Analogie zur Elektrotechnik wird die Beziehung Kraft-zu-Geschwin- 
digkeit als „mechanische Impedanz‘ 7, definiert 
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4.2 Kraft-Geschwindigkeits-Beziehung RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Kraft-Geschwindigkeits- Kraft-Bewegungs- Mechanische Impedanz 


Bauiel Beziehung Beziehung Zu(s) = F(s)/sX(s) 


Feder 
Er Fit) = x | v(rn)dr F(t)=K.xft) 2 


S 


Vgl. Folie 4 
el. Kondensator 


u 
Vgl. Folie 4 
el. Widerstand 


8 


En 
\ 
Pn, 
m 
Nr 
|| 
= 
S 
>| 
u 
5 
nn 
fu 
Dez 
| 
= 
S 
|.» 
> — 
I 
— 
Vgl. Folie 4 
el. Spule 
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4.2 Übertragungsfunktionen für Bewegungsgleichungen RWTHAACHEN 


UNIVERSITY 
Aufgabe: 
« Bestimmen Sie die Übertragungsfunktion X(s)/F(s) für folgendes mechanisches 
System 
x(f) x) 
Kxtt) 
» Fi) a m Ft) 
ee d?x 
dt? 


Lösung: 
« „Freischneiden“ der Kräfte. 


« Fürjede Masse: bilde Summe der Kräfte gemäß dem dritten Gesetz von 


Newton ; 
X(s) 
KX(s) 
dsX(s) X(s) 

SAS m ||. eg: 

ms? + ds + K 
m s?X(s) 
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4.2 Beispiel Zwei-Massen-Schwinger RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Aufgabe: i 
Bestimmen Sie die Übertragungsfunktion Xa(s) / F(s) für folgendes mechanisches 
System x xt) 
Kt) - T 
Kı Kz au 
a| m K5 mp» T 
ILOCCEr m II TI 1 
d, Reibung d, 
Lösung: 


« Das System hat zwei Massen, die sich individuell bewegen können. 
« Wir brauchen also zwei Bewegungsgleichungen. 


Kräftebilanz für m, 


KıX1(5) 
dısÄı (s) K3X56s) 
F6s) das.X($) 
Mıs?X (5) 
m ed T © S. Leonhardt, MedIT 4. Modellbildung im Frequenzbereich 27 
4.2 Beispiel Zwei-Massen-Schwinger Il RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Kräftebilanz für m;: 


Fis)= [mıs? +(dı +ds3)s+ (Kı + Ka)| -X1(s) - (d3ss+ Ka) Xa(s) 


(Kı+ Kz)X 65) 
(dı+da)sX,(s) 2 KyXs6s) 
1 
F(s) d3sX4(5) 
m ıs?X] (s) 
Kräftebilanz für m;: 


0=- (das + Ka) Xı(s) + Imas? + (da + ds) 8 (Ka - Ks)| . Xa(s) 


KaXa(s) (Ky + Kz)Xy(s) 
dosXals Kl) — dasK(s) 
28X2(s) m, KzX65) m,| | (de+d3)sX6) m; 
d3sX2(s) dasX1(s) — KrX1(s) 
mas? Xa(s) Mas?X($) 
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_4.2 Anwendung: KFZ Stoßdämpfer RWITHAACHEN 
UNIVERSITY 


Das erste Auto von Prof. L.: 

- Chevy Malibu, 5,6 | V8, Bj. 1972, 

- günstig: nur 400 $, Motor und Bremsen in 
Ordnung, 4 Federn, ... 

- aber: nur 3 Stoßdämpfer 


Beladung —n 


Steuer- 
spannung 


Temperatur _—, 
Verschleiß —?d " 


Luftdruck En 2. 
Geschwindig- —, ! R’UR 
keit se 
Anre S- 
Fr ka Ti. 
F 
A : Aufbau z dyn 
> R : Reifen 
Reparatur eines Opel Astra Caravan, 
aus http://technikfreun.de/schicket-auto/hinten.jpg 
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4.2 Anwendung: KFZ-Stoßdämpfer RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Quelle: https://www.youtube.com/watch?v=2jeR20sGsdw 
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4.2 Simulation am Viertelfahrzeug-Prüfstand 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Fonsehrt.Berlehte, Reihe 12. Nr 296, Düsseldor 1098,P.47 undp 151 Anregung h(t) durch 
Hydropulser 
; ; zr(s) — zals maj/ce 
Als Hausaufgabe: Zeigen Sie, dass Gu(s) = zr(s) = 2465) = _ Mala _ 
5? za(s) 1 + da/ca:s 
mAaC 
und Eile zr(s) - za(s) _ ee 
h(s) - zr(s) I ee 
medil & © S. Leonhardt, MedIT 4. Modellbildung im Frequenzbereich 31 
Gliederung RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


4.1 Analyse Elektrischer Netze 

4.2 Translatorische Mechanische Systeme 

4.3 Rotatorische Mechanische Systeme 
« Systeme mit Getriebe 

4.4 Elektromechanische Systeme 

4.5 Hausaufgaben 
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4.3 Rotatorische Mechanische Systeme RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Bei rotierenden mechanischen Systemen gibt es „vergleichbare“ passive 

Komponenten 

« Trägheit J ersetzt Drehmoment- Drehmoment- Mechanische 
Masse m Bauteil Drehzahl- Winkel- Impedanz 

s Drehfäler Fersen Beziehung Beziehung Als) = TI9)/ o(s) 
lineare Feder K Tu) ou) t K 

« Drehdämpfer D ersetzt = Feder T(t) = | w(r)dr Ti) = Kt) = 
linearen Dämpfer d VODÜ 0 5 

a. 
Ferner gilt 


». N) an 


Dämpfer do(t) 
« Drehmoment 7 (torque) T(t) = Dutt) rU=D D 
ersetzt Kraft F (force) D 
« Drehwinkel ersetzt 


. Tıı) Ar) 
lineare Bewegung x 


Trägheit ; 
 dwlt) dl) 
DD 79-37 To Je 
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4.3 Übertragungsfunktion einer elastischen Welle RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Aufgabe: 


« Gegeben ist eine elastische Welle (Elastizität K), die von Lagern an beiden 
Enden gestützt wird, und die durch ein Drehmoment T verdreht wird. 


« Die Lager haben die Dämpfung D, die Trägheitsmomente seien auf die beiden 
Enden verteilt. 


« Bestimmen Sie die Übertragungsfunktion #5(s) / T(s) 


IK) O1) lt) 
zaN N Azz I) ot 9;(t) 


"gt HE = EIE 
En u zZ 


D, Torsion D, 


Lager Lager 


Modellvorstellung 


| 
| 

IE 9. A -- I - Drehmomenten- 
| Gleichgewicht 
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4.3 Übertragungsfunktion einer elastischen Welle Il CHEN 
UNIVERSITY 
Lösung: 

Freischneiden für J, ergibt Drehmomentbilanz. 

Wähle 9, positiv im Uhrzeigersinn. 


0,(s) Direction d,(s) Direction 0,(s) Direction 


HORSE RTRO) K) S.1529(5) 
ko) o @) 


—e Ds0(s) = Asa 


K9,(s) K6 (5) 
1778) 
(a) (c) 
Verdrehung von Verdrehung von Gesamtbilanz 
J4 durch 8, Jı durch &, 


Gesamtbilanz der Drehmomente (3. Gesetz von Newton) 


T(s) + Kö2(s) = (Js + Dis+ K) dı(s) 
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4.3 Übertragungsfunktion einer elastischen Welle Ill RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Freischneiden für J, ergibt die zweite Drehmomentbilanz. 
Wähle &, positiv im Uhrzeigersinn 


05(s) 64(s) 
K6 (5) 
= 55205) I 532026) 


(2) D350z(5) ea 
Neal 


So 
K6x(s) K0xs) 


(a) 
KP, (s) (Jos° | 


Drehmomentbilanz auf beiden Seiten 


(1) -Köls) + (Jas® + Das+ K)a(s) = 0 
(2) (Js? + Dıs+ K) 1 (s) - Ka(s) =T(s) 


Löse (1) nach 4,(s) auf und setze ein in (2) 


Löse (2) nach 4,(s) = f(T(s)) auf 
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4.3 Modellierung von Getrieben RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Ohne Schlupf führt eine Getriebedrehung auf rı -dı =r2 6a. 
Daraus ergibt sich %» _n_N 
pı ra Na 


mit N der Anzahl an Zähnen entlang des Umfangs. Diese seien äquidistant verteilt. 
N, ist damit proportional zum jeweiligen Radradius 7, 


Für Drehsysteme ist die Drehenergie gegeben durch T' - 9 und die Drehleistung 


durch T-w=T:-dO/dt. 


P=T:wa =T} -wı = konst. 


RE WER ( & 


T wo % N Input 
Antrieb 
Output 
Abtrieb 
m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 4. Modellbildung im Frequenzbereich 37 


4.3 Mechanische Impedanz in Systemen mit Getriebel RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Frage: 
« Kann man eigentlich die mechanische Impedanz von der Abtriebsseite auf die 
Antriebsseite abbilden und damit das Getriebe „umgehen“? 


T() 0) 
Antwort: N 
« Abbildung der Antriebsseite auf die Abtriebsseite + 2 D 
N, 
K 
« Konvertiere 4,(s) in ein äquivalentes d,(s) (a) 
a 
2 Na T, ‚2 
(Js +Ds+K) :#x(8) =Tı(s) ON 0) D 
1 
792) 
N N. J 0000 
2 _ —. 
(Js +Ds+K)- d1(s ); lem, K 
(b) 
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4.3 Mechanische Impedanz in Systemen mit Getriebe I RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Nach Umformung führt dies auf 


( (&)o+o ae: (#)) -#1(s) =Tı(s) 


Verallgemeinerung: 
«  Rotatorische mechanische Impedanzen lassen sich durch Getriebe hindurch auf 
die Antriebsseite abbilden, indem man sie mit folgendem Faktor multipliziert 
(Ze der Zähne auf der an) : ( N, ) 
5 : B D\ — 
Zahl der Zähne auf der Abtriebsseite 7) 9) N 


(c) 
m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 4. Modellbildung im Frequenzbereich 39 


Gliederung RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
4.1 Analyse Elektrischer Netze 


4.2 Translatorische Mechanische Systeme 
4.3 Rotatorische Mechanische Systeme 
4.4 Elektromechanische Systeme 
« Übertragungsfunktion eines Gleichstrommotors 
4.5 Hausaufgaben 
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4.4 Übertragungsfunktion eines elektromechanischen PRWTHAACHEN 
Systems UNIVERSITY 


Kombination von elektrischen und mechanischen Teilsystemen 
Prominentes Beispiel: 
«  Gleichstrommotor (DC servomotor) 
« Anker (Rotor) mit Ankerwicklungen ist drehbar auf einer Achse gelagert 
«  Stator erzeugt ein konstantes Magnetfeld: 

« Entweder mit Permanentmagneten oder mit stationären Elektromagneten 
«-  Ankerwicklungen müssen kommutiert werden 


« Während der Drehbewegung werden unterschiedliche Wicklungen an- und 
abgeschaltet 


Richtung der 
magnetischen Feldlinien 
(Vermittlung) 


techn. Stromrichtung 
(Ursache) 


Kraftrichtung 


(Wirkung) 


Kommutator Wicklungen 
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/de/8/8b/Anker_Uni http://home.versanet.de/-schulte-renger/hand2.gif Quelle: R.Isermann „Mechatronische Systeme“, 2. Aufl., 
versalmotor.jpg Springer Verlag, Berlin, 2008, Bild 5.15, S. 207 
— zz, _:ö,s[[[.ossssjjsz_({(, sp: ssSYY[ 
m ed I | © S. Leonhardt, MedIT 4. Modellbildung im Frequenzbereich 41 


4.4 Dynamisches Verhalten eines DC Motors I RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Elektromechanische Kopplung 


a.) Motor-Drehmoment 7,,(s) > Ankerstrom i,(t) 


Konstantes 
Stator_Feld 


8) = K; u I«(s) 


b.) Elektromotorische Kraft 
- sog. „Gegen-EMK“, 
- basiert auf Induktionsgesetz 
(3. Maxwellsche Gleichung) 
d0(t) 
dt 
n— Kı "Wm (t) 
> Unna(s) = Kb: 5 Om(s) 


ae 


Elektrisches Teilsystem: Maschenumlauf ergibt 
Rala(s) + LasIa(s) + Uina(s) = Va(s) 
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4.4 Dynamisches Verhalten eines DC Motors Il RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Mechanisches Teilsystem: 


7, A) 


Tm(3) = (Ims? + Dms) : Am(s) & & 3 z „IF 


Dir 
Gesamtverhalten: 
U.(s) — Ralal8) + Lasla(s) T U;na(s) 
(Ra + Las) Tm(8) U), os) m(s) 
- — Fr 1 RK, 5 0ule) 
Kı 
R,+ Les) (Im + Dias) Om: 
— | 2 2 ;) (e) +Ky s Om(s) 
Ki 
It 
= et Bel ne ae 
Kı 
Om(s) ü 
{> Sl) = en I 
(5) Va(5) Fe (Ims+Dm)+K:| «s 
medil & © S. Leonhardt, MedIT 4. Modellbildung im Frequenzbereich 43 
4.4 Dynamisches Verhalten eines DC Motors Ill RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Winkelgeschwindigkeit: 
wm(s) = 5: Om(s) r 1, 
Drehzahl: Ua(s) la - wm] 6, 
s | K; Is u > 
= wm(S) 
Ar ı D, 
Annahmen: Kb B Modified from: R.Isermann „Mechatronische Systeme“, 


2. Aufl., Springer Verlag, Berlin, 2008, Bild 5.21, S. 217 


« T,=0 (keine Last) 
«- L,ziemlich klein > L,s <<R, 
> die Dynamik des elektrischen Teilsystems ist deutlich schneller als die Dynamik 
des mechanischen Teilsystems 
Bas _ A 1 


G s) = =>o#s ZZ 
Us(s) 5 Ze (dm + N + Kr 


K; 


ser (Dn + e)] 
Die Übertragungsfunktion ist also vom Typ G(s) = K 
s(s+a 
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4.4 Dynamisches Verhalten eines DC Motors IV RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
° Manchmal sind nicht alle Parameter dieser 
Dgl. bekannt, besonders K, und K,,. 
«- Fürdie elektrische Seite gilt: 
U,(s) = (Ra + Las) Tm(s) +K, 5 Om(s) Drehmoment-Drehzahl-Kurve 
Kı - nützlich für die Bestimmung 
°- Wegen L„. 0 ergibt sich Hi. von Motorparametern 
Ra 
U,(s) & K, - Tm(s) + Kb s Om(s) = 
t [4 
Im, halte = 5 U 
FB KıKı K, m, halte R, a 
u 0 Ra m(s) + Ra Dale) Haltemoment 


« Im stationären Betrieb sind Ankerspannung, 
Drehzahl und Drehmoment konstant (keine 


Dynamik) 
Ra —. 

Ua E: -Tm + Kr): Um 
t 

_K KıKı 

> Im FF SE u. 
‚q, a 
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4.4 Beispiel: Gleichstrommotor mit Getriebe I RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Aufgabe: 
« Gegeben ist ein Gleichstrommotor mit Getriebe. 
« Bestimmen Sie G(s) = dı(s) /Ua(s)! 
T, 


m 


Konstantes 


4 Drehmoment 


soo, [Nm] 
00V N, = 100 
N, = 1000 | / 
50 > On D„= 2 N-m s/rad = 
Drehzahl [rad/s] D, = 800 N-m s/rad 
Ehe N,\” 100 \” 
Lösung: Meiddel - 5 | ei 
NZZ N 1000 
2 2 
l 100 
Dn=Dat+ Dr: | — |) =2+800 | — 1 
em ) en 
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4.4 Beispiel: Gleichstrommotor mit Getriebe Il RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Von der gegebenen Drehmoment-Drehzahl-Kurve erhält man: 
® T m; halte = 500 Nm Dreh- I; 
. = moment 
n, ir 50 rad/s [Nm] 1 
.« U,=100V 500 
4 1 a: 
BEL SURE. LE, U, = 100V 
Um, leer 50 
Kı 25 Im; halte 500 er 
Re 0 0% 10 
= Drehzahl ne 
— G(s) = — HRadm rehza 
ıK» [rad/s] 
+] 


Beachte: m(s) = 10 


_ Im(s) PER: Uu(s) 0.0417 0,(5) 
- Duls) "| s(s+ 1.667) 
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Gliederung RWWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


4.1 Analyse Elektrischer Netze 

4.2 Translatorische Mechanische Systeme 
4.3 Rotatorische Mechanische Systeme 
4.4 Elektromechanische Systeme 

4.5 Hausaufgaben 
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4.5 Zum Nachlesen RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Hausaufgabe: 
« Lesen Sie dieses Kapitel im Skript ... 


Regelungstechnik | 


Zur Vertiefung: 
«  H. Unbehauen, „Regelungstechnik |“, 15. 
Auflage, Vieweg+Teubner, Wiesbaden, 
2008 STUDIUM 
« darin Kap. 3 
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5. Systemdynamik und zeitliches Verhalten 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
med ıT Systemtheorie 1 


Prof. Dr.-Ing. Dr. med. S. Leonhardt 


Gliederung RWWTHAACHEN 
- UNIVERSITY 
5.1 Pole, Nullstellen und Übergangsverhalten 

5.2 Systeme erster Ordnung 

5.3 Systeme zweiter Ordnung 

5.4 Einfluss zusätzlicher Polstellen 

5.5 Einfluss zusätzlicher Nullstellen 

5.6 Hausaufgaben 


Überschwingweite %OS Toleranzband 


Anstiegszeit I: 
Überschwingzeit ,_7r 
7, 
Einstellzeit £ 
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5.1 Pole und Nullstellen einer Übertragungsfunktion RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Gegeben sei ein dynamisches System 
Y(s) (bms" +bmıs""T+..+bıs+be) Bis) 


ee Uls) (ans +m-ı5""1+..+015+0) Als) nn 


Definition: 

« Die Pole der Übertragungsfunktion G‘(s) sind: 
« diejenigen Werte s, für die G(s) unendliche Funktionswerte annimmt 
° die Nullstellen des Nenners A(s), wobei gleichzeitig B(s) # 0 


« Die Nullstellen der Übertragungsfunktion G(s) sind 
° diejenigen Werte s, für die G(s) = Ogilt 
« die Nullstellen des Zählers B(s), wobei gleichzeitig A(s) # 0 


Beachte: Sowohl Nullstellen als auch Pole beeinflussen den Verlauf der 
dynamischen Systemantwort auf vorgegebene Eingangssignale u(t). 


m ed I | ©S. Leonhardt, MedIT 5. Systemdynamik und zeitliches Verhalten 3 


5.1 Beispiel: System erster Ordnung RWWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Gegeben ist das unten dargestellte System. Gesucht ist die Sprungantwort. 

« Die Sprungantwort wird sowohl durch Nullstellen als auch durch Polstellen 
beeinflusst. 

« Die Pol-Nullstellen-Verteilung im s-Bereich enthält Information über das Zeit- 
verhalten. 

« Nullstellen werden in der Pol-Nullstellen-Verteilung mit einem O, Polstellen mit 
einem X symbolisiert 


G(s) 
U(s) s+t2 Y(s) 
+3 
Jo 
Y(s)=G(s) :-U(s) 1 
+2 1 : 
= — s-Bereich 
s+5 8 2 3 er 
BE: a En 
s 8s+5 —X-I os 
2/5 3/5 5.2 
3 s+5 
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3.1 Beispiel RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
« Die Pole des Eingangssignals generieren die erzwungene Antwort 
(hier: Pol im Ursprung TI Sprungantwort) 
« Die Pole der Übertragungsfunktion generieren die natürliche Systemantwort 
(hier: Pol bei s = —a generiert e”**) 
« Die Nullstellen und Pole beeinflussen die Amplituden sowohl von der 
erzwungenen als auch von der natürlichen Systemantwort 


Eingangs-Polstelle System-Nullstelle System-Polstelle 


Erzwungene Antwort Natürliche Antwort 


m ed I | © S. Leonhardt, MedIT 5. Systemdynamik und zeitliches Verhalten 5 


5.1 Beispiel: System dritter Ordnung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Aufgabe: 
« Bestimmen Sie die natürliche und die erzwungene Systemantwort bei Sprung am 
Eingang. 


s+3 
(s+2)(s+4)(s+5) 


Lösung: 
Jeder Pol bei 85 = —Q jo 
s+93 1 generiert ein s-Bereich 
ee (s+2)(s+4)(s+5) s Ke“ 
_Kı, Ka Ks , Ka 
a 'a42 “44 ss 
.—o 


yE)=Kı +Ka-et+Kz-et+Kı.ce”* 
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Gliederung RWTHAACHEN 
j UNIVERSITY 
5.1 Pole, Nullstellen und Übergangsverhalten 
5.2 Systeme erster Ordnung 
5.3 Systeme zweiter Ordnung 
5.4 Einfluss zusätzlicher Polstellen 
5.5 Einfluss zusätzlicher Nullstellen 
5.6 Hausaufgaben 
m ed ıT © SS. Leonhardt, MedIT 5. Systemdynamik und zeitliches Verhalten 7 
5.2 Systeme erster Ordnung | RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Wie sieht eigentlich die Sprungantwort für ein System erster Ordnung aus? 
1 G(s) = 
U(s) = z a (5) 
sta 
a 1 
— Y . = Ri == = 1 en at 
Y(s) =G(s)-U(s) Er *—o y(t) = yn(t) + Yn(t) e 


Zur Bedeutung des Koeffizienten a: 


Jo 


* fürt= 1/a ist e"“|1,/a = e”! = 0.37 
> y)lızıya = 1- 0.37 = 0.63 


s-Bereich 


° Wirnennen To = 1/a die „Zeitkonstante“ be 


« Wir nennen „a“ die „exponentielle Frequenz“ 
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5.2 Systeme erster Ordnung Il RWNTHAACHEN 
d UNIVERSITY 
°» Steigung beit = 0: re = -(-0)-e' =a 


Definitionen: 
* Anstiegszeit T, (engl. „rise time“): Zeit für den Übergang von 10 -— 90 % des Endwertes. 


* Ausregelzeit T,,,,: (engl. „settling time“): Zeit bis zum erstmaligen Erreichen und 
Verbleiben im Intervall 7 2% vom Endwert. 


Zeitkonstante ı Anfangssteigung = 1/Zeitkonstante = a 
T,= 1la 


m ed T ©S. Leonhardt, MedIT 5. Systemdynamik und zeitliches Verhalten 9 
Gliederung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


5.1 Pole, Nullstellen und Übergangsverhalten 
5.2 Systeme erster Ordnung 
5.3 Systeme zweiter Ordnung 
« Einleitung und Beispiele 
« Allgemeines System zweiter Ordnung 
5.4 Einfluss zusätzlicher Polstellen 
5.5 Einfluss zusätzlicher Nullstellen 
5.6 Hausaufgaben 
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5.3 Beispielsysteme zweiter Ordnung | RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Gegeben sei ein allgemeines System zweiter Ordnung 


G(s) 


s®+as+b s?tas+tb 


« Die Form der Sprungantwort hängt stark von der Lage der Pole im s-Bereich ab 


1. Aperiodisch gedämpftes System 
> zwei reelle Pole 


y(t) 1 + 0.171e7.854 
jo N Be 
1 G(s) s-Bereich 
U(s) = ri Y(s) 
-7.854 —1.146 
Overdamped 
m ed ıT ©S. Leonhardt, MedIT 5. Systemdynamik und zeitliches Verhalten 11 


5.3 Beispielsysteme zweiter Ordnung Il RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
2. Periodisch gedämpftes System 0 5 
jo y(t) 1 -e (cosV8r+"> sinY$8r) 


- 1 - 1.068 cos(V8r— 19.47°) 
Gls s-Bereich 
1 \s X 


Underdamped 


> zwei konjugiert komplexe Pole 


Sprungantwort besteht aus zwei Teilen: 
« Konstante + exponentiell gedämpfter 
Sinus 


v(t) = UYUss (t) + Yransient (t) 


(t) Hüllkurve: exponentiell abklingendes 
Y Verhalten aufgrund der realen Anteile 
der Pole 


= K+ Ae”“ . cos(wat — $) 


Schwingendes Verhalten 
aufgrund der imaginären 
Anteile der Pole 


° Der exponentielle Verlauf hüllt die 
transiente Systemantwort von beiden 


Seiten ein (Vorzeichenwechsel beim =! 
Cosinus) 
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5.3 Weiteres Beispiel RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Aufgabe: 

« Gegeben ist das folgende System zweiter Ordnung 


R 200 Y(s) 


s2+ 105 + 200 


« Geben Sie die Form und Verlauf der Sprungantwort an (durch Intuition?). 


Lösung: 
« Polstellen liegen bei s = —5 # 513,23 


« Dies ergibt eine Linearkombination von Sinus und Cosinus als Systemantwort 


y(t) = Kı te °': (Ka: cos13,23t + K3 - sin 13,23t) 
= Kı+ Kae °t. cos(13,23t — $), 


wobei = tan !(K3/Ks) und K4 = ı/K? + K2 


m ed I | © S. Leonhardt, MedIT 5. Systemdynamik und zeitliches Verhalten 13 


5.3 Beispielsysteme zweiter Ordnung Ill RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
l cos 3/ 


3. Ungedämpftes System vie) 
21. 


1 G(s) s-Bereich 3 


U(s) = - 9 Y(6s)_ 
s?+9 


Undamped 


> zwei konjugiert komplexe Pole 3 rt 


T 


4. Aperiodischer Grenzfall jo 


1 G(s) s-Bereich 


U(s) = 2 9 Y(s) 
3 — - “ | *o 
s-+6s5+9 _3 


Critically damped 


> reeller Doppelpol 
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5.3 Zusammenfassung Sprungantworten 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


1. Aperiodisch gedämpfte Antwort 
Zwei reelle Pole bei sı 2 = —-Q1.2 


y(t) = A-(1- Kı et - Ky.et) 


2. Periodisch gedämpfte Antwort 
Zwei komplexe Pole bei 51,2 = —a + Jwa 


y(t) = A: (1- e”* cos(wat — $)) 


3. Ungedämpfte Antwort 
Zwei komplexe Pole bei sı 2 = £jwo 


y(t) = A: (1 - cos(wot - $)) u 
al, Undamped 
4. Aperiodischer Grenzfall ıs[ 
Zwei reelle Pole bei sı 2 = —« 


y(t) = A-(1-Kı:e**- Kate) 


m ed I | © S. Leonhardt, MedIT 5. Systemdynamik und zeitliches Verhalten 15 


5.3 Allgemeine Systembeschreibung | RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Zur Erinnerung: In der zweiten Vorlesung lernten wir das folgende System kennen: 
d’y dy 2 2 
2 + 2Dwon, + WgY = wgü 


° wo ist die „Eigenfrequenz“ des ungedämpften Systems 
« D ist der einheitslose „Dämpfungsgrad"“ 


Beispiel: 
« Gegeben sei ein System zweiter Ordnung 
b 
@ls) = —— 
(3) s®+as+b 
= p b 
« Ungedämpft (a=0) > G'(s) = FEW 
« Eigenfrequenz bei w=vb — b=w 
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5.3 Allgemeine Systembeschreibung Il RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Nehmen wir nun ein gedämpftes System an (a #0). 

« Lösung der quadratischen Nennergleichung (pg-Formel) ergibt: 


s12 = -a/2 + jwa = -a + jwa 


« Der Imaginärteil wa wird als „gedämpfte natürliche Frequenz“ bezeichnet. 

« Der Realteil «x der komplexen Pole wird als „relative Dämpfung“ oder 
„Abklingkonstante“ bezeichnet und bestimmt das exponentielle Abkling- 
verhalten 


G= 2Dwo 


« Die allgemeine Übertragungsfunktion des Systems zweiter Ordnung lautet also 


2 
b wo 


S2tas+tb s? +2Dwns + w} 


G(s) = 


« a vous: wo liegen eigentlich die Polstellen? 


m ed T ©S. Leonhardt, MedIT 5. Systemdynamik und zeitliches Verhalten 17 
5.3 Beispiel zur Illustration RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Aufgabe: 
« Gegeben ist eine Übertragungsfunktion. Bestimmen Sie D und wo. 
2 
Es) = ee w2 
’ R er r ‘ 0: {1} 
Es - — a 
Lösung: b=365=-0% — w=vVb=6 


a=4,2=2Duon — D=0,3 


2 
° Polstellen bei: s®+ps+g=0 51,2 se rr q pq-Formel 


— =-Dwuo+wvD?-1 


* Merke: aus dieser Beziehung kann man für beliebige D und wo 
die 4 beschriebenen Fälle ableiten. zZ 


http:/vww.manufactum.de/fernsprechapparat-w-48-p752451/ 
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5.3 Allgemeine Systembeschreibung: RWTHAACHEN 
Pol-Nullstellenverteilung und Sprungantwort I UNIVERSITY 
D Polstellen Sprungantwort h(t) 


Ungedämpft 
0 


y(t) 
AN t 


Undamped 


jo s-Bereich 


y(t) 
Periodisch gedämpft X jwov1- D? 
0<D<1l o 
x -jwovl - D2 f 


Underdamped 


m ed T © S. Leonhardt, MedIT 5. Systemdynamik und zeitliches Verhalten 19 
5.3 Allgemeine Systembeschreibung: RWTHAACHEN 
Pol-Nullstellenverteilung und Sprungantwort Il UNIVERSITY 

D Polstellen Sprungantwort h(t) 
Jo 


y(t) 
Aperiodischer Grenzfall s-Bereich 
D=] o 
t 


Critically damped 


y(t) 
Jo 
—-Dwo +woV D?-1 
e \ s-Bereich 
Aperiodisch gedämpft 
o 
D>1 E t 


Overdamped 
—-Dwo — WOV D2-1 
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5.3 Illustrative Beispiele zum Dämpfungsgrad RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Aufgabe: 
« Berechnen Sie für alle 3 Systeme den Dämpfungsgrad D und klassifizieren Sie 
die Art der Systemantwort 


16 
s?+8s+16 


s?2+8s+20 


Lösung: (c) 
« \Weil 
wo=vVb unda=2Dw (a) D= FE 1,155 >1 aperiodisch gedämpft 
2 2yv12 
D= — 
3b (b) D= En -=1 aperiodischer Grenzfall 
(cl) D= Een = 0,894 <1 periodisch gedämpft 
m ed T ©S. Leonhardt, MedIT 5. Systemdynamik und zeitliches Verhalten 21 
5.3 Periodisch gedämpftes System I RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Gegeben sei nun 9 
109) 
G(s) = _ ‚0O<D<1l 


s? + 2Dwos + wg 
« Sprungantwort 
Y(s) =G(s) -U(s) 


_ wo t_& Ka + Kas 
s?+2Dwos+wß 5 5 s? + 2.Dwos + uf 


« Wir erinnern uns, dass 


/m2 
12=-,+ 7 -9= -DwtwvV/D? -1 


« Partialbruchzerlegung ergibt 
Kı Ka+ Kas 1 s+2Dwo 
Y(s) = +7 a 2 2 
5 s:+2Dws+tw 5  s°+2Dwos+ wo 


« Aus einer Korrespondenztabelle ergibt sich 


sF21 (1-a)”?+wi _a. = er 
Ben NEE Bere) mit = tan (= 
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5.3 Periodisch gedämpftes System Il RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Daher s+2Dwo s+21 s+2 


s?+2Dws+w (sta)? +w s?+2as+ta?+w} 


woraus folgt er 


2] = 2Dwo 


wi =weovV1l- D?2 


21 -a)? +w2 1 
(21 ) Er, er sin(wat + db) = ———e - e Pool sin(woy 1 — D2t +) 
wi IB 
v1-D: 
dö=tan! (= ) -tan! Z) 
21-Q D 
1 1- D2 
= »)=1- AR e Pot sin(woy1— D2t+4) mit d=tan! Br 
m ed T © S. Leonhardt, MedIT 5. Systemdynamik und zeitliches Verhalten 23 


5.3 Periodisch gedämpftes System Ill RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Andere Darstellung: 


D 
t)=1-e Per | cos(w 1-D? 2) + — sin(w uvi-D 0) 
1 D 
= 1 - ——— . e Pet eos(woV 1- D2t- 6) mit 6 = tan! 5) 


Hiermit lässt sich der Einfluss 
unterschiedlicher D studieren: 


« Je kleiner D, desto stärker schwingt 
die Sprungantwort. 


» Die Zeitachse wot wurde auf die 
Eigenfrequenz wg normiert. Daher 
verändert sich die Sprungantwort 
nicht mit der Eigenfrequenz. 


FIEBER, TERN RN ER PR JE BR RE: N, 1, A, LER LE DEREN) BER Dot 
0 123456789 10111213 14 15 16 17 
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5.3 Periodisch gedämpftes System IV RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Kennwerte der Sprungantwort 
« Anstiegszeit 7} 

« Zeit für den Anstieg von 0,1 bis 0,9 des Endwertes Yss. 
° Überschwingzeit 7 

« Zeit bis zum Erreichen des ersten Maximums Ymaz der Sprungantwort. 
« Maximales Überschwingen %OS 

« Größtes Überschwingen der 


Sprungantwort in %. Hi 
«- Einstellzeit 7, Ymaz 
Zeit bis zum Erreichen und 1,02 Yss 
Verbleiben innerhalb von I] 2 % Yss 
(25%) des Endwertes. 0,98 Yss 


0,9 Yss 


Vergleiche die Definitionen für 


Systeme erster Ordnung auf 0,1 Yss 
Seite 10. Tr, «- 7, T, 
m ed T © S. Leonhardt, MedIT 5. Systemdynamik und zeitliches Verhalten 25 
5.3 Periodisch gedämpftes System V RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Bestimmung der Überschwingzeit T, („peak time‘): 
d wa 
L£|—ylt)| = sY(s) = —— 
FE 2 ) io s? + 2Dwos + w 


er "Wo" vl- D?2 
(s+ Duo)? +w2 - (L—- D?) 


.—o 
wo 


! 
dt) = a e Pest . sin (wo 1-7 1) =0 
m 
> wvl-D’t=nr — En m 


WOV 1- D2 
Erstes Maximum bein= 1 > 
T 
WOV 1- D2 
m ed T ©S. Leonhardt, MedIT 5. Systemdynamik und zeitliches Verhalten 26 


117 


Dynamisches Verhalten Systemtheorie I 


5.3 Periodisch gedämpftes System VI RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Maximales Überschwingen %OS (sog. „percent overshoot‘): 


%WOS = Ymaz 7 Yss _ 100% 


Yss 


D 
leere (oosteo 1- D? 1) + -sin(woY1— D2 n) 


« erhältman 


Ymaz = y(lp) = 1 - e Pr/vi=D° | cos(m) + - sin() 
oo 


D 
vı-D2 


= jet e Pr/vi-D? 


Mit ys;s = 1 ergibt sich 


[>] 
T 


%OS = ePr/vi-D° . 100% 


S 
T 


l l l nn 
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 


Dämpfungsgrad D 
m ed I | ©S. Leonhardt, MedIT 5. Systemdynamik und zeitliches Verhalten 27 


5.3 Periodisch gedämpftes System VIl RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Bestimmung der Einstellzeit 7, 

« Konservative Abschätzung über die Hüllkurve 


1 —DwoT. 
ER 0 
v1-D? 
—In (0,021 — D?) A 
+ T, = m 
Dwo Duo 


unter der Annahme, dass 
cos(woy1- D2t-d)=1 


für alle Zeiten. 


Two D | Tw 


« Anstiegszeit 7;, („rise time‘): 
hierzu gibt es keine analytische 
Ableitung. 

Eine Abschätzung ist durch 
folgende Grafik gegeben: 


0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0,6 0.7 0.8 0 
Dämpfungsgrad D 
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5.3 Beispiel RWTHAACHEN 
j UNIVERSITY 
Aufgabe: Gegeben sei folgende Übertragungsfunktion: 
100 
CE) = SIE + 100 
« Bestimmen Sie 7, , %OS, T,und 7, der Sprungantwort. 
Lösung: 1 
« Berechnung von Dund wo: wo — 10 2) ‚D 0,75 
« Berechnung von 7,,%OS, T,und T,.. 
T _ 0,475 
= —————=l, sec 
. WOV 1- D2 
%0S = e Pr/vi-D° 100% = 2,838 % 
—In (0,021 — D?2 4 
Te] 
Dwo Dwo 
D=-0,75 + T:w823 +  T=0,23 sec 
med ıT ©S. Leonhardt, MedIT 5. Systemdynamik und zeitliches Verhalten 29 
5.3 Beziehung zwischen Eigenfrequenz, RWNTHAACHEN 
Dämpfungsgrad und Polkonfiguration I UNIVERSITY 
1.) Sei o, die gedämpfte natürliche Frequenz jo 
[\ 
T. = x ze Hypotenuse 
? wovVi- D2 (wa) FJwov 1 D’ = jwa 
Gegen- wo Bush 
s-Bereic 
Imaginärteil der Pole ana 
— Dwo =-a ” 
| Ankathete 
! . 
Kezssssssn L-jwoV1- D?= - wg 
2.) Sei a die relative Dämpfung des Systems 
ne In (0.021 - D?) vi .D°) er 4 _4 3.) D= const., weil 
. D D 
n cos# = Dwo/wo = const. 
Realteil der Pole > %OS konstant 
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Systemtheorie I 


5.3 Beziehung zwischen Eigenfrequenz, 
Dämpfungsgrad und Polkonfiguration Il 


Es ergeben sich: 

« Orte konstanter 
Überschwingzeiten 
(Tp2 < Tpı) 


horizontal 


« Orte konstanter 
Einschwingzeiten 


Ta (Tya < Ta) 
Vertikal 


« Orte konstanten 


Überschwingens %OS 


(ROSS < %OS>) 


m ed ıT © S. Leonhardt, MediT 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


s-Bereich 
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5.3 Beziehung zwischen Eigenfrequenz, 
Dämpfungsgrad und Polkonfiguration Ill 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Sprungantworten eines Systems zweiter Ordnung als Funktion der Polkonfiguration 


1. Realteil konstant 
2. Imaginärteil konstant 


3. Dämpfungsgrad konstant 


y(t) 


gleiche Dämpfung 


3 

„ je 
= [} 

I 

ı 
2 
3 


s-Bereich 


- co 


Polbewegung 


med ıT © S. Leonhardt, MediT 


120 


ve) 


gleiche Frequenz 


y(t) 


3 


[1 2 - 2 
gleiches UÜberschwingen 


Fa 4 


- 


D and %OS = konst. 


2 f jo Re jo 
BEER FEER s 2 
s-Bereich | s-Bereich 
= 0 > co 
Polbewegu Polbewegu 
gung PX gung 
2 I 3 
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5.3 Beispiel RWTHAACHEN 

UNIVERSITY 
Aufgabe: 
« Gegeben ist die Polstellenverteilung. Bestimmen Sie D, wo, 7», %OS und 3. 

Jo 
X 7 =jWwa 
Lösung: 
s-Bereich 


D = cos# = cos (tan \(7/3)) = 0,394 


wo = VT? +32 = 17,616 1/sec 


I, = Die — sec — 0,449 sec 


a S — ii = 1,333 sec 
a 3 
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Gliederung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


5.1 Pole, Nullstellen und Übergangsverhalten 
5.2 Systeme erster Ordnung 

5.3 Systeme zweiter Ordnung 

5.4 Einfluss zusätzlicher Polstellen 

5.5 Einfluss zusätzlicher Nullstellen 

5.6 Hausaufgaben 
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5.4 Einfluss zusätzlicher Polstellen RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Gegeben sei ein System mit zwei konjugiert-komplexen Polen sowie mit einem 
dritten Pol beis = —«,. auf der reellen Achse 
we 1 
G(s) = u=D<i 


s?+2Dwos+w? st 


dominantes Polpaar 


Sprungantwort: 
Y(s) = G(s) -U(s) 


y(t) = A oft) + et (Beoswat + C sin wat) + Dpoie *? 


Fallunterscheidung: 
« Fall I: zusätzlicher Pol ist nahe dem konjugiert-komplexen Polpaar (a, = Dwo) 


« Fall Il: zusätzlicher Pol ist weit weg (a, >> Dwo) 
« Fall Ill: zusätzlicher Pol ist sehr weit weg (a, — ©) 


m ed I | © S. Leonhardt, MedIT 5. Systemdynamik und zeitliches Verhalten 35 


5.4 Einfluss zusätzlicher Polstellen Il RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Sprungantwort der Teilsysteme 
Jo Jo Jo 
pı pı pı 
x x 
P3 P3 
x > 0 x >» 0 > 0 
a, %, 
x | x | x 
p2 P2 P2 
Falll Fall. II Fall III 
r y(t) =Aocft)+ a (B coswat + C sin wat) + ER 
u 
I 
Zeitt = 
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5.4 Beispiel RWTHAACHEN 

UNIVERSITY 
Was bedeutet das im Zeitbereich? (t) 

« Gegeben sind 


24.542 
en 150 
245.42 
Ga(s) = (s+ 10)(s? + 4s + 24.542) 
73.626 
G3(s) = (s+3)(3? +4s + 24.542) 


« Sprungantworten 


yı(t) = 1 - 1.09e”?' c0s(4.532t — 23.8) 
ya(t) = 1 - 0.29e”' — 1.189e”* cos(4.532t — 53.34) 
ys(t) = 1 - 1.14e”* + 0.707e”*' cos(4.532t + 78.63) 


° yı(t)und %y2(t) sind näher beieinander. 
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Gliederung RWWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


5.1 Pole, Nullstellen und Übergangsverhalten 
5.2 Systeme erster Ordnung 
5.3 Systeme zweiter Ordnung 
5.4 Einfluss zusätzlicher Polstellen 
5.5 Einfluss zusätzlicher Nullstellen 

« Sonderfall: nicht-minimalphasige Systeme 
5.6 Hausaufgaben 
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5.5 Einfluss zusätzlicher Nullstellen RWNTHAACHEN 
er UNIVERSITY 


Gegeben sei das System G(s) = (41472828). (1 72.828) 


(s+a) 
Gls) = — y(t 
(5) (s+b):(s+c) . 
A B 
#45 »4e IR 
bh = 
3: & 12 
s+b s+tec 1.0 
0.8 
Für a>>c,b 
0.6 
es E® 0.4 
G(s)=a Te 02 
ER a 
"fs+b)-(s+to) . Zeit t[s] i 


Fazit: Zusätzliche negative Nullstellen machen das System schneller! 
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5.5 Einfluss positiver Nullstellen RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Frage: Was passiert eigentlich, wenn man Nullstellen in der rechten Halbebene hat 

(s=-amita<0)? 

Antwort: Die Sprungantwort verläuft initial in die entgegengesetzte Richtung! 


Solche Systeme nennt man „nicht-minimalphasige Systeme“ 
« Schwer zu regeln! 
« Denken Sie an einen Piloten ... 


Beispiel: 
k 

y(t) 
1.5 Einfluss von 5; = —a, a<0 
1.0 
0.5 

0 - 
6.0 
0,5 N Zeit t[s] 
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5.5 Übertragungsfunktion eines nicht-minimalphasigen RWTHAACHEN 
Systems I UNIVERSITY 


Aufgabe: 

« Bestimmen Sie die Übertragungsfunktion Uy(s)/U;(s) 

« Hinweis: für R, = R, wird dieses System als Allpass-Filter bezeichnet. Ein 
solches System lässt Signale über einen großen Frequenzbereich ohne 
Abschwächung oder Verstärkung der Amplitude passieren. 


« Wir stellen fest, dass 
U;(s) — U.(s) 
Is) = 
(s) Rı + Ra 


und 


Uo(s) = A(Us(s) — U,(s)). 
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5.5 Übertragungsfunktion eines nicht-minimalphasigen RWTHAACHEN 
Systems Il UNIVERSITY 


« Weiterhin gilt U}(s) = U,(s) + I(s)Rı (Rückkopplungs-Masche). 


«e Durch Einsetzen bekommen wir 
1 


U: (s) = U.(s) + I(s)Rı = Rı+tRs 


(Rı U;(s) + RaU,(s)) 


und können /(s) ersetzen. 
« Spannunggsteiler-Regel für den zweiten Zweig ergibt 


ai 
Uz(s) = Ui(s) Fa 
Cs 


A(Ra == RıR3Cs) 


“Senaßien. een 


U;(s) A—0 (R3C's + 1)(Rı + Ra(l + A)) 
RR err. Se 
BR st 5+tW 
für z.B. Rı = Ry und R3C = 4 
... das ist ein Allpass 1. Ordnung 
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5.5 Übertragungsfunktion eines nicht-minimalphasigen RWTHAACHEN 
Systems Ill UNIVERSITY 
« Sprungantwort 
s—- 10 1 1 
Y(s) = = Hi =ar, — 10Y, 
(5) s(s+ 10) s+10 eh) sYo(s) Or e) 
wobei Y.(s) = - 1 
s(s + 10) 
die Laplace-Transformierte der Systemantwort ohne Nullstelle ist. 
il 1 1 1 1 1 2 
oe +10 = | = 
s+10 s(s-+ 10) s+10 s s+10 s s+10 
yet) 
.—o | ylt)=1-2e 1% u —10yo(t) 
0.5 
Je 19t 
Y (s) Zu 1/10 1/10 ' 0 0.1 0.2 03 04 05 z 
. = SID |; Zeit [s] 
eo yo(t) = -0.1(1- ee") E 
med T © S. Leonhardt, MedIT 5. Systemdynamik und zeitliches Verhalten 43 
Gliederung RWTHAACHEN 
j UNIVERSITY 
5.1 Pole, Nullstellen und Übergangsverhalten 
5.2 Systeme erster Ordnung 
5.3 Systeme zweiter Ordnung 
5.4 Einfluss zusätzlicher Polstellen 
5.5 Einfluss zusätzlicher Nullstellen 
5.6 Hausaufgaben 
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Systemtheorie I Dynamisches Verhalten 


5.6 Hausaufgaben RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Diesmal nur das Skript lesen ... 
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6. Dynamisches Verhalten linearer 
Regelungssysteme 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


n ed ıT Systemtheorie 1 


Prof. Dr.-Ing. Dr. med. S. Leonhardt 


Gliederung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
6.1 Wiederholung: Blockschaltbildumformung 
6.2 Besondere Übertragungsglieder 
6.3 Prinzip der Rückkopplung und der Regelung 
6.4 Eigenschaften geregelter Systeme 
6.5 Beispiel 
6.6 Hausaufgaben 


nennen 


Störver- 
halten 
Stellver- 
halten 


Nach: p.13, aus H. Unbehauen, „Regelungstechnik I", 14. Auflage, Vieweg, 2007 
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Dynamik bei Regelungssystemen Systemtheorie I 


6.1 Vereinfachung von Blockschaltbildern I RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Zur Wiederholung: 


X Da 
G&, 

1. Serienschaltung 00 FH co F> oder u 
aa 


2. Verschiebung eines Summenpunktes hinter einen Block 


m ed I | © S. Leonhardt, MedIT 6. Dynamisches Verhalten linearer Regelungssysteme 3 


6.1 Vereinfachung von Blockschaltbildern Il RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


4. Verschiebung eines Abgriffs hinter einen Block 


x & 
X 


med I | © S. Leonhardt, MedIT 6. Dynamisches Verhalten linearer Regelungssysteme 4 


130 


Systemtheorie I Dynamik bei Regelungssystemen 


Gliederung RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 

6.1 Wiederholung: Blockschaltbildumformung 

6.2 Besondere Übertragungsglieder 

6.3 Prinzip der Rückkopplung und der Regelung 

6.4 Eigenschaften geregelter Systeme 

6.5 Beispiel 

6.6 Hausaufgaben 

m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 6. Dynamisches Verhalten linearer Regelungssysteme 5 

6.2 Besondere Übertragungsglieder RWNTHAACHEN 

UNIVERSITY 


Übertragungsglieder mit phasenminimalem Verhalten 

z.B. P, I, D, PT,, PT,, PT, DT,, PDT, etc. 
Übertragungsglieder mit phasenminimalem Verhalten 
zeichnen sich durch folgende Merkmale aus: 
« alle Nullstellen liegen in der linken s-Halbebene 
« keine Totzeit Re 
« stabile oder grenzstabile Pole x % Bol 

0 - Nullstelle 
> keine Pole in der rechten Halbebene 


Die besondere Bedeutung phasenminimaler Übertragungsglieder liegt in dem 
funktionalen Zusammenhang zwischen Amplituden- und Phasenbeziehung des 
sog. „Frequenzganges“ (siehe übernächste Vorlesung). Eine Änderung des Betrags 
IG(jw)| mit w ist hier stets mit einer minimalen Änderung der Phase {(w) 
verbunden. 


« Aus diesem Grund reicht zur vollständigen Beschreibung eines phasenmini- 
malen Übertragungsgliedes bzw. Systems allein der Amplitudengang des 
Frequenzgangs aus, da aus ihm auch der Phasenverlauf berechnet werden kann 
und umgekehrt. 
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Dynamik bei Regelungssystemen Systemtheorie I 


6.2 Elementare Übertragungsglieder I RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Proportionalglied (abgek. P-Glied) 
« Konstanter Eingang > konstanter Ausgang 
aoy(t) =boult) > y(t) = Kr uft) 
« Blockschaltbilddarstellung: Symbole des P-Glieds 


U(s) Y(s) U(s) Y(s) 
—— | — Kp 


Integrierglied (abgek. I-Glied) 
« Konstanter Eingang > Rampenförmiger Ausgang 


ern ee / uf dr=,- | utr) ar 


« Blockschaltbilddarstellung: Symbole des I-Glieds 


U(s) Be Y(s) U(s) 


m ed T © S. Leonhardt, MediT 6. Dynamisches Verhalten linearer Regelungssysteme 7 
_6.2 Elementare Übertragungsglieder Il 2_____RWITHAACHEN 
UNIVERSITY 


Differenzierglied (abgek. D-Glied) 
« Konstanter Eingang > ö-Impuls im Ursprung am Ausgang 
aoylt) = brült) > yl)= Ko üft) 
y(t) = To ült) 
« Blockschaltbilddarstellung: Symbole des D-Glieds 


U(s) Y(s) U(s) 2 Y(s) 
—> | —o| Ans 
Zusammengesetzes Übertragungsglied (abgek. PID-Glied) 


y(t)= Kp u) +Kı | u(r) dr + Kp ült) 


« Blockschaltbilddarstellung: Symbole des PID-Glieds 


1 
K ( — +1+Tps 
5 


T} 
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Systemtheorie I Dynamik bei Regelungssystemen 


6.2 Verzögerungsglied 1. Ordnung (PT, -Glied) I RWTHAACHEN 

UNIVERSITY 
Ein „Verzögerungsglied“ 1. Ordnung besteht aus einem Speicher und einem 
Widerstand und wird durch folgende Differentialgleichung beschrieben: 


aıy(t) + aoy(t) = bou(t) bzw. Ty(t) + y(t) = Kuft) 
mit = ige 
ag ag 


Ein PT,-Glied antwortet verzögernd auf einen Sprung der Höhe up: 
y()=w:'K:- (1-eF). 


«- T wird Zeitkonstante und K wird Verstärkungs- 
faktor des Verzögerungsgliedes genannt. vr 


« Als Wiederholung: u 
° Merke: die Zeitkonstante T ist gleich dem . 

Abschnitt, den die Tangente im Ursprung der h(t) 

Übergangsfunktion h(t)an der Endwertlinie 

herausschneidet. " 

ZZ Zeit t[s] 
m ed T ©S. Leonhardt, MedIT 6. Dynamisches Verhalten linearer Regelungssysteme 9 

6.2 Verzögerungsglied 1. Ordnung (PT, -Glied) Il RWTHAACHEN 


UNIVERSITY 


Durch die Laplace-Transformation der Differentialgleichung erhält man die Über- 
tragungsfunktion des PT,-Gliedes. 


« Merke: Ein Verzögerungsglied 1. Ordnung besitzt keine Nullstelle. 


« Blockschaltbild: Symbol des PT,-Glieds 


U(s) u Y(s) U(s) Y(s) 
m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 6. Dynamisches Verhalten linearer Regelungssysteme 10 
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Dynamik bei Regelungssystemen Systemtheorie I 


6.2 Verzögerungsglied 2. Ordnung (PT,-Glied) I RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Ein Verzögerungsglied 2. Ordnung wird im Allgemeinen durch die Dgl. 


[2) Y(t) +41 vlt) +09 y(t) = by u(t) 


bzw. T} jtt) + Tı Ylt) + y(t) = K uft) 
beschrieben. 


In dieser Schreibweise beschreibt: 


« die Kennkreisfrequenz «u = n die Eigenfrequenz des dämpfungslos 
2 


gedachten Systems (7 = 0). 


« der Dämpfungsgrad D — on = z wg (oft auch nur mit „Dämpfung“ bezeichnet) 


2 
ein Maß für das Abklingen einer Schwingung. 


med I | ©S. Leonhardt, MedIT 6. Dynamisches Verhalten linearer Regelungssysteme 11 


6.2 Verzögerungsglied 2. Ordnung (PT,-Glied) Il RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Mit diesen Parametern lautet die Differentialgleichung des PT,-Gliedes: 


3 ut) + — Hl) +ylt) = Kult) 


« Merke: durch die Angabe der Kennwerte 7}, 73, K’oder D, wo, K ist ein PT,- 
Glied eindeutig bestimmt. 


Die Übertragungsfunktion ergibt sich zu 


Y(s) K K 
G(s) = = Te Ba 3D 12 
Dis) I+T-s+7% 3 ee 
ö 
u Ku  B(s) 
 we+2Dwn.s+s? Als) 
med ıT © S. Leonhardt, MedIT 6. Dynamisches Verhalten linearer Regelungssysteme 12 
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Systemtheorie I Dynamik bei Regelungssystemen 


6.2 Verzögerungsglied 2. Ordnung (PT,-Glied) Ill RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
« Blockschaltbild: Symbol des PT,-Glieds 
Us) K-w2 Y(s) 
s?+2Dw-s+w 
« Blockdarstellung (D > 1) Blockdarstellung (W<D< 1) 


Us) = Y(s) Us) NM Is) 


m ed ıT ©S. Leonhardt, MedIT 6. Dynamisches Verhalten linearer Regelungssysteme 13 
6.2 Verzögerungsglieder n-ter Ordnung (PT,-Glieder) I RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Reale physikalische Systeme besitzen häufig mehrere Speicher und damit zusätz- 
lich verzögerndes Verhalten im Vergleich zu Systemen erster und zweiter Ordnung. 
Deshalb treten in den zugehörigen Differentialgleichungen höhere Ableitungen der 
Ausgangsgröße y(t) auf. 


an YO) +... +02 Hl) +01 Ye) + yet) =K ult) 


Die zugehörige Übertragungsfunktion eines solchen PT,-Gliedes lautet 


_Y(6) K 


Sie lässt sich in PT,- und PT,-Glieder zerlegen, so dass ein PT, -Glied lautet 


K 


G(s) = ———ı OO) =; +tjw, 1=1,2,..m, m< 
0) (s —- 51): (s- 32): ...: (8 — 5n) i Eye 2 m, msn 
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Dynamik bei Regelungssystemen Systemtheorie I 


6.2 Verzögerungsglieder n-ter Ordnung (PT -Glieder) I RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Stabile PT,-Glieder verfügen deshalb über n reelle und/oder konjugiert komplexe 
Pole in der linken s-Halbebene. Reine PT, -Glieder haben keine Nullstellen. 


Es ergeben sich folgende Fälle: 


1. Polverteilung bei reellen, verschiedenen Polen 


K 
G(s) = ArFnSA+ Rs)... Arts) 
1 


4=--4, = --, i=12.n 
T,; Sn ...54 53 92 51 
x-Pol 
med I | ©S. Leonhardt, MedIT 6. Dynamisches Verhalten linearer Regelungssysteme 15 


6.2 Verzögerungsglieder n-ter Ordnung (PT,-Glieder) II RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


2. Polverteilung bei reellen, mehrfachen Polen 


K Zr 
G(s) = — — 
(1+Ts)?  (s-s;)" 
1. 
= -M=om a nr ER 


3. Konjugiert komplexe und reelle Pole 


K Im 
G(s) = s - Ebene 
(1+2DTs+T?s?). (1+Tıs)...: (1+ Tn-as) 
Ka 
5; = 70% 7> m ı = 1,2,...n — 2 

i 

Sn-1l,n = On E JWn 
Quelle: R. Isermann, Skriptum „Regelungstechnik I", © TU Darmstadt 
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Systemtheorie I Dynamik bei Regelungssystemen 


6.2 Verzögerungsglieder n-ter Ordnung (PT,-Glieder) IV RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Beispiel: 1.0 ke/T) 
« Übergangsfunktion h(t) bei reellen, 
mehrfachen Polen 


« Die Sprungantwort einer Hinterein- 
anderschaltung von n gleichen Ver- 
zögerungsgliedern 1. Ordnung mit der 
Gesamtverstärkung X wird durch die 


folgende Gleichung beschrieben: f Übergangsfunktionen 
F “ der Reihenschaltung 
? von 1 bis 10 PT;-Gliedern 


0,5 


U(s) Y(s) f mit der Zeitkonstanten T 
und K = 1 
0,0 
0 10 UT 20 
2 n—1 
8... 
)=hl)=K wil- 14 + +..4 0. | er 
yit) = hÜt) = tt trete 


Quelle: R. Isermann, Skriptum „Regelungstechnik I", © TU Darmstadt 
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6.2 Vorhalteglieder RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Besteht die Übertragungsfunktion nur aus einem Zählerpolynom 


G(s) = B(s) =bo+bı s+b2 3? +... + bm 8” 
=K (14T s+ Ta +... +Tpm 5”); 


dann besitzen diese Übertragungsglieder voreilende Phasenwinkel. Sie werden 
deshalb „Vorhalteglieder‘ genannt. 
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Dynamik bei Regelungssystemen Systemtheorie I 


6.2 Vorhalteglied 1. Ordnung (PD-Glied) I RWTHAACHEN 

UNIVERSITY 
Das Vorhalteglied 1. Ordnung ohne Verzögerung (PD-Glied) besitzt ein sowohl 
proportionales als auch differenzierendes Übertragungsverhalten. 


y(t) = bo u(t) + bı ült) 


Seine Übertragungsfunktion lautet: 


Y(s) 
Gls) = — =b+bs=K-(1+T 
(s) 76 o+bıs (1+T5n,8) 
Ein PD-Glied besitzt eine Nullstelle bei s - Ebene 


od 
52, = Ts, 
o- Nullstelle 
Quelle: R. Isermann, Skiptum „Regelungstechnik , © TU Darmstadt 
6.2 Vorhalteglied 1. Ordnung (PD-Glied) Il RWTHAACHEN 


UNIVERSITY 
Übergangsverhalten (Sprungantwort) 
« Durch die Differentiation wird die zu einer sprungförmigen Änderung der 
Eingangsgröße u(t) zugehörige Ausgangsgröße y(t) für t= 0 unendlich groß 
(8 - Impuls). 


« Daher lässt sich ein reines PD-Glied physikalisch nicht realisieren. 


yAk 
Us) Y(s) 
K=b 
> 
t 
Quelle: R. Isermann, Skriptum „Regelungstechnik I“, © TU Darmstadt 
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Systemtheorie I Dynamik bei Regelungssystemen 


6.2 Weitere Zusammengesetzte Übertragungsglieder 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Vorhalteglied mit Verzögerung (DT,-Glied) 
a1y(t) + aoylt) = brült) Cs) = Kp:s U(s) Y(s) 
Tıylt) + y(t) = Knült)  1+Tis a 


Verzögerndes Integrierglied (IT,-Glied) 


raue nt. Us) Y(s) 
Ty(t) + y(t) = Kıuft) & 1-4Fhe 4 


m ed I | © S. Leonhardt, MedIT 6. Dynamisches Verhalten linearer Regelungssysteme 21 


6.2 Ein Wort zur Systematik RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Gegeben sei ein allgemeines Übertragungsglied. 


« Es handelt sich um ein P I,D,T,-Übertragungsglied, d,h, mit einem |-Anteil /-ter, 
einem D-Anteil m-ter und einem Verzögerungsanteil n-ter Ordnung. 


(1+Tp1s)- (1+Tpas) - ...- (+ Toms) D-Anteil 
st-(14+T1s)-(1+ Rs)... (L+ Tns) 


G(s) = K 


P-Antel (8) 


I-Anteil T-Anteil 


Achtung: diese Nomenklatur ist nicht eindeutig. 
Sie gilt nur für die Serienschaltung von Elementargliedern ... 
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Gliederung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

6.1 Wiederholung: Blockschaltbildumformung 

6.2 Besondere Übertragungsglieder 

6.3 Prinzip der Rückkopplung und der Regelung 

6.4 Eigenschaften geregelter Systeme 

6.5 Beispiel 

6.6 Hausaufgaben 

med ıT ©S. Leonhardt, MedIT 6. Dynamisches Verhalten linearer Regelungssysteme 23 

6.3 Das Prinzip der Rückkopplung RWNTHAACHEN 

UNIVERSITY 


Grundlegendes Prinzip der Natur > insb. zur Ausregelung von Störungen. 


Rückkopplung bedeutet, einen Ausgang auf den Eingang eines Systems 
zurückzuführen. 


Rückkopplung 
Gegenkopplung Mitkopplung 


Pas 180° Pyn= 0° 


http://www.dj4uf.de/lehrg/a07/Bild7-03.gif 


« Positive Rückkopplung („Mitkopplung‘): tendiert zur Destabilisierung > System 
beginnt schwingen > so kann man Oszillatoren bauen ... 


* Negative Rückkopplung („Gegenkopplung‘): tendiert zur Stabilisierung eines 
Systems. 
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6.3 Das Prinzip der Regelung I RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Beachte: eine Regelung wird i.d.R. durch eine negative Rückkopplung realisiert. 


Erinnern wir uns: Aufgaben einer Regelung (vgl. 1. Vorlesung): 


« Eine bestimmte physikalische Größe auf einen vorgegebenen Wert bringen und 
diesen Wert halten > Führungsübertragungsfunktion 


« Den Einfluss von Störgrößen mindern oder völlig kompensieren (ausregeln) > 
Störübertragungsfunktion 


« Einen schwach gedämpften Prozess stärker dämpfen > Formung der Sprung- 
antwort, Führungsübertragungsfunktion 


« Schnellere Änderungen der Ausgangsgröße erzielen als ohne Regelung > 
Formung der Sprungantwort, Führungsübertragungsfunktion 


« Einen instabilen Prozess stabilisieren > Stabilität (nächste Vorlesung) 
« Parameteränderungen des Prozesses abschwächen > Robustheit 


m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 6. Dynamisches Verhalten linearer Regelungssysteme 25 
_6.3 Das PrinzipderRegeunglI öö _RWIHAACHEN 
UNIVERSITY 


Durch die Rückkopplung können wir: 
« die Lage der dominanten Pole und damit die 
wesentliche Dynamik des Gesamtsystems 
beeinflussen 
« zusätzliche Pole oder Nullstellen hinzufügen System wird 
« unerwünschte Pole kompensieren. IANRANNIGE ni 


— [[,. K 


System 
wird 
stabiler 


X 


Re 

Was bringt das? 
« z.B. Modifikation des dynamischen Verhaltens, z.B. kn 

schnellere Reaktion auf Änderungen des Sollwertes T- 

bei langsamen Prozessen 
° z.B. Stabilisierung bei schwach gedämpften oder 

instabilen Systemen 

Verschiebung von Polen 
durch Rückkopplung 

° Merke: Weiter rechts liegende Pole dominieren das 

Systemverhalten. 
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Gliederung 


RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
6.1 Wiederholung: Blockschaltbildumformung 
6.2 Besondere Übertragungsglieder 
6.3 Prinzip der Rückkopplung und der Regelung 
6.4 Eigenschaften geregelter Systeme 
6.5 Beispiel 
6.6 Hausaufgaben 
med T © S. Leonhardt, MedIT 6. Dynamisches Verhalten linearer Regelungssysteme 27 
6.4 Eigenschaften geregelter Systeme I RWWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Gegeben sei der folgende Regelkreis: 
Störgröße 
Führungs- Regel- Stell- |Z(s) 
größe abweichung Ö 


Ms) 


Messgröße 


Yu(s) 


Übertragungsfunktion des offenen Regelkreises: „Schleifenübertragungsfunktion“ 
Go(s) = Gi(s) : G2(s)  G3(s) 
Sei Z(s) = 0. Dann gilt: 


1 


E(s) =W(s) -Go(s)-E(s) — E(s) = —— :W(s 
(8) = W(s) - Go(s)  E(s) (8) 1+6) (8) 
med ıT © S. Leonhardt, MedIT 6. Dynamisches Verhalten linearer Regelungssysteme 28 


142 


Systemtheorie I Dynamik bei Regelungssystemen 


6.4 Eigenschaften geregelter Systeme Il RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Entsprechend ergibt sich die Führungsübertragungsfunktion zu 
_ Y(s) _ Gıls)-Ga(s) 
W(s) 1+Go(s) 


Gw(s) 


« Merke: 


Vorwärtsübertragungsfunktion (von Wzu Y') 


1 + Schleifenübertragungsfunktion 


« Achtung: Im Buch „Systemtheorie“ von Herrn Prof. Ascheid wird eine etwas 
andere Nomenklatur verwendet. Hier wird die Führungsübertragungsfunktion als 
Tw(s) bezeichnet, Gy (s) ist dort die Vorwärtsübertragungsfunktion 


Sei W(s) = 0. Dann ist die Störübertragungsfunktion 


Y6) Che) 
=) TC) 
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6.4 Eigenschaften geregelter Systeme Ill RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Als sog. „dynamischen Regelfaktor“ bezeichnen wir: 
(Von manchen Autoren auch als „Empfindlichkeitsfunktion“ bezeichnet.) 
1 


Re) = Too) 


« Führungsübertragungsfunktion 


« Merke: der dynamische Regelfaktor drückt aus, was durch das Schließen des 
Regelkreises an Dynamik zum offenen Regelkreis hinzukommt ... 
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Dynamik bei Regelungssystemen Systemtheorie I 


6.4 Eigenschaften geregelter Systeme IV RWTHAACHEN 

UNIVERSITY 
Wegen G,(s) = Ga(s) : R(s) kann ein Regelkreis Störgrößen nur wie folgt 
beeinflussen: 


« Im Bereich niederer Frequenzen (Bereich I) können durch die Schließung des 
Regelkreises Störungen gemindert werden. 


« Ein Regelkreis verstärkt Störungen im Frequenz-Bereich Il. 
« Hochfrequente Störungen (Frequenz-Bereich Ill) können nicht beeinflusst 


werden. 
IRGw)| IRGw)| Solche Kurven 
h lernen wir in der 
nächsten Woche 
als „Frequenzgang“ 
kennen ... 
Im Beispiel: I» 1 an 
« Betrag des dynamischen Regelfaktors für PT,-Strecke mit P-Regler 
m ed T ©S. Leonhardt, MedIT 6. Dynamisches Verhalten linearer Regelungssysteme 31 
6.4 Robustheit: Parameteränderungen | RWTHAACHEN 


UNIVERSITY 


Betrachte folgende Änderung der Regelstreckeneigenschaft: 
Ga > Ga + AGs 


1. Einfluss auf System mit Rückkopplung 
Y(s) _ G1ıGa n Gi: (Ga + AG>) 


== —— G pas 
ww) Io ' = TO (GA) 
! Na _ an, 
« Näherung von G\y =Gyw + AGyv durch Linearisierung (©) RN an 
v v 
dGw G1G3 G1 
welt —-| Alba Toto 
BEFNT nl, ° A ae 


« Ausgangssignal ohne Änderung bzw. mit Änderung 


Y=-Go-WundY +AY = (Op 4 Ale) WS Ar = Adi 
AY u AGyw _ GıAGa 1+Go AGs mit 


Y Cr (1460)? Zu Ga(1+ Go) Rückkopplung 
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Systemtheorie I Dynamik bei Regelungssystemen 


6.4 Robustheit: Parameteränderungen Il RWTHAACHEN 
= UNIVERSITY 
Betrachte folgende Änderung der Regelstreckeneigenschaft: 

Ga — G2+ AG 
2. Einfluss auf System ohne Rückkopplung: 
« Ausgangssignal ohne Änderung bzw. mit Änderung 
Y=G1G2:W 


Y+AY= (G1Ga + G1AG>) W=A)/= G1AG> -W 


AY | AGs Einfluss bei System 
Y en ohne Rückkopplung 


« Vergleich: mit Rückkopplung / ohne Rückkopplung 


« Die Empfindlichkeit S des Systems auf Parameteränderungen Ad‘, ist reduziert 
um 1/(1+Go) 


ge AY/Y\lmiurk _ ___AG2/G2 N 
i AY/Y |onnerK (1 Zu Go)AGa/Ga 1 + Go 


günstig 
Go(s) > © 


Merke: Eine Rückkopplung reduziert den Einfluß von Änderungen der Regelstrecke 
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6.4 Robustheit: Parameteränderungen Ill RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Betrachte Änderung des Messglieds: 
1. Einfluss auf das System mit Rückkopplung 


Y(s) _ G1ıG3 
W(s) 1+G1G3G3 


z 5 G1G2 
u) 2. 1+G1G2(G3 + AGs) 


« Näherung von Gyw = G'w + AG durch Linearisierung 
(wieder Quotientenregel beachten) 
dGw G1Ga (G1G2)? 


EmaSTE —— -AG3 = _- —— - AG 
” we dG3 G z 1+Go (1+Go)? 2 


3 


AY AG _ GC)? 


Y. 


Yo Gw u (1+Go)? z G1Ga = 1+Gb i o 14 G3 


1+Go -G1G3 AG Go AGs 


Einfluss bei Systemveränderung 
mit Rückkopplung 
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Dynamik bei Regelungssystemen 


Systemtheorie I 


6.4 Robustheit: Parameteränderungen IV 


Betrachte Änderung des Messglieds: 


G3 > G3 + AG3 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


2. Einfluss auf System ohne Rückkopplung: Ausgangssignal ohne Änderung bzw. 


mit Änderung 
Yu(s) = (G3 + AGs) : Y(s) 


« Falls die Regelung arbeiten würde, wäre Yır(s) = W 


Yu =G3Y > Yu = (G3 + AG3):(Y+AY) Einfluss bei 
System ohne 
Far (G3 T AG3) "AY + AGsY Rückkopplung 
G AG3)-AY =-AGsY & 2 
(G3 + AGs) 3 ” t GH AG, a, 
« Die Empfindlichkeit S des Systems auf Parameteränderungen AG’ ist 
Sa. = AY/Ymitrk — Go ungünstig 
i AY/Y \ohnerk 1 + Go Go(s) 0x0 


6.4 Eigenschaften geregelter Systeme I 


Standard-Regelkreis mit Modellannahme 
« die Störung wird additiv am Systemausgang angenommen 


5) 


Ms) 


Bu Us) 


Y(s) = Gr(s):Gp(s): R(s)-W(s)+Gs(s) : R(s) - Z(s) 
l 1 


mit Ri(s) = = 
) 1+Gk(s)-Gr(s) 1+Go(s) 
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RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


36 


Systemtheorie I Dynamik bei Regelungssystemen 


6.4 Eigenschaften geregelter Systeme Il RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Eigenverhalten eines Standard-Regelkreises: 
Für W(s)=0 und Z(s) =0 ergibt sich 
(1+Go(s))-Y(s) =0 
> 1+ Gols) —ıı 


« Dies ist die sog. „charakteristische Gleichung“ des Regelkreises. 


« Sie bestimmt die Eigendynamik, mit der Anfangsbedingungen im geschlossenen 
Regelkreis abklingen 
« Sie bestimmt auch die Stabilitätseigenschaften (siehe spätere Vorlesung) 
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6.4 Eigenschaften geregelter Systeme Ill RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Pole und Nullstellen: 


Ws) Eis) | O(s) 
i P(s) 


Der Prozess (die Regelstrecke) sei gegeben durch 


m m-—1 _ u 
Gpls) = B(s) _ (ims" +bm-1s""' +... +bis+bo) _ dmls— sm)(S Small Ber 
\ A(s) (ans” + an-15""1+...+Q15+ 00) An (Ss - Sn)(8 - n-1).-- 
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Dynamik bei Regelungssystemen Systemtheorie I 


6.4 Eigenschaften geregelter Systeme IV RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Der dynamische Regelfaktor ergibt sich zu 
R(s) = 1 5 1 5 P(s) : A(s) 
U Irle) 14 era) ” Pls)- Als) +Q()- B(e) 


Führungsübertragungsfunktion 


Störübertragungsfunktion 


1.) = FO AO 2 _ P(s)A(s)D(s) 
7 Ps) Als) + Q(s) Bis) C(s)  (P(s)Als) + Q(s)B(s)) C(s) 
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6.4 Eigenschaften geregelter Systeme V RWTHAACHEN 


UNIVERSITY 


Der Vergleich mit der offenen Regelstrecke liefert: 
1. Pole: 
«  Prozesspole A(s) = () werden verändert zu den Polen 
[P(s)A(s) + @(s)B(s)| = 0 des geschlossenen Regelkreises. 
° Nullstellen B(s) = 0 der Regelstrecke beeinflussen die Pole des 
Regelkreises. 
« Beim Störverhalten kommt auch noch C’(s) hinzu. 
2. Nullstellen: 
« Die Lage der Nullstellen hängt vom Eingriffsort der Störeinwirkung ab. 


Anmerkungen: 
a) Lineare Regler verändern das Eigenverhalten (Pole) im Vergleich zur offenen 
Regelstrecke. 


b) Durch geeignete Wahl von Q(s) und P(s)kann man die Pole des Prozesses 
A(s) =Onach P(s)A(s) + Q(s)B(s) = 0"verschieben". Grenzen ergeben 
sich durch die Beschränkungen der Stellgrößen |u(t) < umaz; |ült)| < man 


c) Die Nullstellen des Prozesses B(s) = 0 bleiben beim Führungsverhalten als 
Nullstellen erhalten. 
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Systemtheorie I Dynamik bei Regelungssystemen 


6.4 Eigenschaften geregelter Systeme VI RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Gegeben: Z(s) Z(s) 
W(s) E(s) | Y(s) 


mit Go(s) = Gr(s) - Ge(s) 


Frage: Welches Übertragungsverhalten muss ein Regler haben, damit bei 
gegebenem Regelkreis keine bleibenden Regelabweichungen entstehen? 


Dabei sind folgende Fälle zu unterscheiden: 
« Prozess Gp(s) mit P- oder I-Verhalten 
Reaktion auf Eingangssprünge oder Ausregelung von Störungen z(t) oder 2 (t) 


Als Anregung betrachten wir 
wi) =olt) oe Zlwlt)) = Wis) = 
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6.4 Eigenschaften geregelter Systeme VIl RWNTHAACHEN 
a ÜNIVERSITY 


a.) Änderung der Führungsgröße: w(t) = o(t) sowie z(t) = z’(t) = 


« Wir erinnern uns: 
E(s) = W(s) - Go(s)  E(s) 
1 


:W(s) = R(s) -W(s) 


Im Unendlichen verschwindet die Regeldifferenz e(t), wenn 


ß : . 1 I\ ı 
mer 2.266) = (0 5) a 
= lim Go(s) = lim Gr(s) :Gp(s) = © 


« Dies kann nur erfüllt werden, wenn entweder G,(s) oder G,(s) einen Pol bei s = 
O hat > I-Anteil 


« Merke: ein I-Anteil verhindert eine bleibende Regelabweichung! 


med I | © S. Leonhardt, MedIT 6. Dynamisches Verhalten linearer Regelungssysteme 42 


149 


Dynamik bei Regelungssystemen Systemtheorie I 


6.4 Eigenschaften geregelter Systeme VIll RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
b.) Änderung einer Störgröße am Ausgang: sei nun z(t) # 0 sowie 
will). 


° Wegen Y(s)=Gs(s) - R(s) - Z(s) und Gs(s) = 1 lautet die Störübertragungs- 


funktion 
G.(s) = R(s) 
E(s) =W(s)-Y(s) =-Y(s) =-Gs(s) R(s) - Z(s) = -R(s) - Z(s) 
ey Br 
> E(s) = I - Z(s) = -R(s) : Z(s) 


« Auch in diesem Fall gilt also: sprungförmige Störsignale werden ausgeregelt, 
wenn 


i i : —1 I\ ı 
a Ge) g 
> lim Go(s) = lim Gr(s) :Gp(s) = © 
« |-Anteil in Prozess oder Regler! 
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6.4 Eigenschaften geregelter Systeme IX RWNTHAACHEN 
a WNIVERSITY 


c.) Änderung einer Störgröße am Eingang: sei nun z’(t) 0 sowie 
vezl)el 


* Wegen Y(s) =Gs(s) : R(s) : Z’(s) und Gs(s) = Gp(s) lautet die Störüber- 
tragungsfunktion 


G.(s) = Gp(s)  R(s). 


E(s) =W (s) -Y(s) = -Y(s) = -Gp(s) : R(s) : Z’(s) 


—,- 
=0 
Gp (5) N 
E — Z 
> Bo)=-7 005 70 
: i ; -Gp (s) I\ ı 
Bang ( Zee. 
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Systemtheorie I Dynamik bei Regelungssystemen 


6.4 Eigenschaften geregelter Systeme X RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Folglich gilt: Falls 
« die Regelstrecke P-Verhalten hat: 
lim Gr(s)=Kr > lim Gr(s) = 
dann muss der Regler I-Verhalten haben. 
« die Regelstrecke I-Verhalten hat: () 
B(s 
G = 5 
p(8) 5. 4(s)' 
oe Ber -Gp(s) 1 
= = = 0 a 


1 i —1 
= lim een = lim FUTTER U 
Sr Gr(s) + Gk(s) eo, B(s) + Gr(s) 
« Dies kann nur erreicht werden, wenn wiederum der Regler I-Verhalten hat 
> lim Gk(sS)=w. 
3s— 
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6.4 Eigenschaften geregelter Systeme XI RWTHAACHEN 
a WNIVERSITY 


Reglerverhalten für: 


Ausregelung eines Störung am Prozess- Störung am 
Sprungs am Eingang Ausgang Prozess-Eingang 


(wit) = ot) 


P-Verhalten Regler: I-Verhalten Regler: I-Verhalten Regler: I-Verhalten 
I-Verhalten Regler: P-Verhalten Regler: P-Verhalten Regler: I-Verhalten 


Schlussfolgerung aus a.) - C.): 


« Merke: Für alle Steuersignale w(t) und Störsignale z(t), z’(t) ergibt sich keine 
bleibende Regeldifferenz, wenn der Regler I-Verhalten besitzt. 


° Achtung: bei I-Strecken darf allerdings kein reiner I-Regler benutzt werden, 
sondern ein PI-Regler, sonst droht die Gefahr der Instabilität (siehe später). 
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Gliederung 


RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
6.1 Wiederholung: Blockschaltbildumformung 
6.2 Besondere Übertragungsglieder 
6.3 Prinzip der Rückkopplung und der Regelung 
6.4 Eigenschaften geregelter Systeme 
6.5 Beispiel 
6.6 Hausaufgaben 
m ed ıT ©S. Leonhardt, MedIT 6. Dynamisches Verhalten linearer Regelungssysteme 47 
6.5 Beispiel: RWNTHAACHEN 
Blockschaltbildumformung für rückgekoppeltes System UNIVERSITY 
Aufgabe: 


« Bestimmen Sie die Führungs- und die Störübertragungsfunktion des gegebenen 
Blockschaltbildes 


Z(s) 
Ws) Y(s) 
— 
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Systemtheorie I Dynamik bei Regelungssystemen 


6.5 Beispiel: RWNTHAACHEN 
Blockschaltbildumformung für rückgekoppeltes System UNIVERSITY 


Lösungsweg 1: 
« Schieben Sie Pfad (1) über den Integratorblock nach rechts 


« Vernachlässigen Sie zunächst die Störung Z(s) 
« Rückkopplung verdoppelt 


Go(s) = & .) u 
s) 85 


Guw(s) = wo 
(+ 


1+Go(s) 


sS+l 
32 


_ +1 
1+2.:H 234 +92 +25 
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6.5 Beispiel: RWTHAACHEN 
Blockschaltbildumformung für rückgekoppeltes System UNIVERSITY 
Lösungsweg 2: 

« Umformung des „inneren“ Regelkreises 


Ws), Y(s) 


#1 1 


81.421 8 s®+1 
G _ s’+s S _ 
w(s) 1 +1 s 2st+s?+2s 
s®>+s+1l s 
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Dynamik bei Regelungssystemen Systemtheorie I 


6.5 Beispiel: RWTHAACHEN 
Blockschaltbildumformung für rückgekoppeltes System UNIVERSITY 


Störübertragungsfunktion: 


Sei W(s)=0 
Zs) ; Y(s) 
® 
Y(s 1 on 
ei) = ze I+ral.: 2s4s+2 
2. s>+s41 s 
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6.5 Beispiel: RWNTHAACHEN 
Blockschaltbildumformung für rückgekoppeltes System UNIVERSITY 
Frage: 
Hat das System eine bleibende Regelabweichung bei einem Sprung am 
Eingang? 
Antwort: 


: W(s)= z und Übertragungsfunktion des offenen Regelkreises: 


+1 
G = = 
(3) ®+s+l 
in een tere SER". 
na NN ng; 
I 1 : 1 
s—0 la & s-0\25°+s+2 


Fazit: Dieses System hat eine bleibende Regelabweichung 
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Gliederung RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 

6.1 Wiederholung: Blockschaltbildumformung 

6.2 Besondere Übertragungsglieder 

6.3 Prinzip der Rückkopplung und der Regelung 

6.4 Eigenschaften geregelter Systeme 

6.5 Beispiel 

6.6 Hausaufgaben 
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6.6 Zum Nachlesen RWNTHAACHEN 

UNIVERSITY 


Hausaufgabe: 
« Lesen Sie dieses Kapitel im Skript ... 


Regelungstechnik | 


Zur Vertiefung: 
«  H. Unbehauen, „Regelungstechnik |“, 15. 
Auflage, Vieweg + Teubner, Wiesbaden, 


2008 STUDIUM 
« darin Kap. 5 
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Systemtheorie I Frequenzgang und Bodediagramm 


7. Frequenzgang und Bode-Diagramm 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
med ıT Systemtheorie 1 


Prof. Dr.-Ing. Dr. med. S. Leonhardt 


Gliederung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
7.1 Einführung 
7.2 Frequenzgang und Ortskurve 
7.3 Das Bode-Diagramm 
7.4 Asymptoten im Bode-Diagramm für Polynome erster Ordnung 
7.5 Bode-Diagramm für Systeme höherer Ordnung 
7.6 Hausaufgaben 
Aaen AD2022 - Frequency Response - Mic (Input @ 38/62/18) & HIZ (Input @ 38) 


25000 
0.0 
-2500 


http://www.avalondesign.com/images/2022Fig-1.jpg 
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Frequenzgang und Bodediagramm Systemtheorie I 


7.1 Einleitung RWTHAACHEN 

UNIVERSITY 
Wir wissen bereits: ein lineares System G(s), das mit einem sinusförmigen Ein- 
gangssignal beaufschlagt wird, antwortet mit einem skalierten und phasen- 
verschobenen Sinussignal 


Beispiel: u(t) = F(t) = A.cos(wt + 9.) sei die Kraft, die eine federnd aufge- 
hängte Masse bewegt, y(t) = A,cos(wt + p,)sei die Position. 


Aylw)Zpylw) 


A,lw)Zpylw) 
Aulw) Aw) Zlpulw) + Plw)] 
A 


y(w) 
Au(w) 


und Aw) = Pylw) = Pulw) 
med T © S. Leonhardt, MedIT 7. Frequenzgang und Bode-Diagramm 8 


mit A(w) = 


7.1 Einleitung RWTHAACHEN 

UNIVERSITY 
Beachte: Bei der Analyse des Frequenzgangs betrachten wir nur den einge- 
schwungenen Zustand. 


ut) = wlw)- sin(wt) — noch nicht eingeschwungen ... 


„e) = yolw)- sinlwt — p) 


Amplitudengang: 


Aw) = | C(w) | 
_ ww) | 
| uolw) | 
Phasengang: 
ae te 
Quelle: R. Isermann, „Identifikation dynamischer Systeme“, Band |, Springer Verlag, Berlin, 
1988, p. 115 
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Systemtheorie I Frequenzgang und Bodediagramm 


Gliederung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

7.1 Einführung 

7.2 Frequenzgang und Ortskurve 

7.3 Das Bode-Diagramm 

7.4 Asymptoten im Bode-Diagramm für Polynome erster Ordnung 

7.5 Bode-Diagramm für Systeme höherer Ordnung 

7.6 Hausaufgaben 


med ıT © S. Leonhardt, MedIT 7. Frequenzgang und Bode-Diagramm 5 


7.2 Der Frequenzgang RWNTHAACHEN 
a —— WNIVERSITY 


Definition: 
« Der Frequenzgang eines Systems G(s) beschreibt den Zusammenhang 
zwischen dem Ausgang Y(s) und den harmonischen Eingangssignalen U(s) 


U(s) = As + Bo 


Y(s) 
s?+ @2 


Mathematische Beschreibung: 
« der „Frequenzgang“ des Systems ist definiert als 


Glow) = Gls)Is-jw 


« Der Frequenzgang lässt sich in der s-Ebene als sog. „Ortskurve“ darstellen. 
> Komplexe Funktion des Parameters o in der s-Ebene 
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Frequenzgang und Bodediagramm Systemtheorie I 


7.2 Verwandtschaft zwischen Integraltransformationen CHEN 
SEES UNIVERSITY 
Zur Erinnerung: 

« Die einseitige Laplace-Transformierte einer Funktion fl?) ist definiert als 


Zf()] = F(s) = | flo): eat, 


wobei s = o + jo eine beliebige komplexe Zahl und fr) eine beliebige Funktion 
von exponentieller Ordnung, d.h. |f(t)| < Ce” für e>0 und C> 0, s,> 0. Weiterhin 
ist {M=0fürt<0. 

« Zusätzlich ist 


T 
N Iflt)ldt < © 


Zur Erinnerung: Die Fourier-Transformierte einer Funktion /(?) ist definiert als 


1 = , 
F|ft = li) | ft) -e tat 
FOL = Fü) = u | FO) 
Beachte: 
« die Fourier-Transformation ist definiert von - © bis © und wird durch \2r skaliert. 
« Der Frequenzgang entspricht damit der einseitigen Fourier-Transformation! 


med T © S. Leonhardt, MedIT 7. Frequenzgang und Bode-Diagramm 7 
7.2 Beispiel: Ortskurve eines PT,-Sytems 72__RWIHNICHEN 
1 UNIVERSITY 


Aufgabe: Gegeben ist das System (G(s) = eo 
5 


« Man bestimme analytische Ausdrücke für den Amplituden- und den Phasengang. 
« Man skizziere den Frequenzgang in der komplexen s-Ebene. 


« Frequenzgang: s = jo 
1 2 — jw 2 „= 
G } — — — — 
(w) jw+2 w2+4 BER ee 
1 
mit G(jw)| = Alw) = ———— 
Es) = Aw) = 
und _ 1 SCGw)) _ 1 ZW _ 4,7 -1f8 
y(w) =tan Ro) tan a | tan (5) 


« Wie erwähnt lässt sich dieser Frequenzgang als Funktion des Parameters o 
(0 <o <») in der s-Ebene darstellen: 


« Diese komplexe Funktion nennt man die „Ortskurve“. 
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Systemtheorie I Frequenzgang und Bodediagramm 


7.2 Beispiel: Ortskurve eines PT, -Systems RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Bestimmung der Ortskurve durch sukzessive Veränderung der Kreisfrequenz 

« Beispielsweise gilt für @= 1 rad/s > A(o) = 1/N5 = 0,447 und 9= — 26° 


Re G 


o-_ 
O rad/s 
5 


0 s 
0.1 rad/s 
-0.05 0.2 rad/s 
0.3rad/s 
0.10 ad/s 0.4 rad/s 
o | 0.5 rad/s 
= Pe" 0.6rad/s 
0.20 
| 2rad/s 1 
-0.25 G(s) = 
(#) s+2 
m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 7. Frequenzgang und Bode-Diagramm 9 
7.2 Überprüfung mit MATLAB RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Auf der Kommandoebene geben Sie bitte folgende Befehle ein. 
>> num = [1 ]; en ERBEN 
»den= [12]; ang o<0 


» sys = tf(num,den) 


Transfer function: 


[RN 
Imaginary Axis 
T 


>» nyquist(sys) 


-D.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 08 
Real Axis 


oder Sie benutzen den m-File Ortskurve_Example1.m 


« Beachte: Im Englischen heißt die Ortskurve „Nyquist-Diagram“. 
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7.2 Ortskurve eines PT,-Systems RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Gegeben ist nun ein PT, - System: 
K u K u K-u2 
14T 54728 142.545 w3+2Dw-s+ 32 


G(s) = 


im Frequenzgang: 


uw) — K u K 
. IH: )+E Ge? 1-2-kPH 2) 
K Ku 


 1-FWwP® +5 2.(W) ww? +J-2Dun-(w) 


Als Hausaufgabe: komplex konjugiert erweitern ... 


Besondere Punkte: 
. o=0 — Glie)loo =K 


Durchtritt durch die imaginäre Achse: 
. o=m > G(iw) low =-3:K/2D 


Quelle: W. Oppelt, „Kleines Handbuch Technischer Regel- 
vorgänge“, Verlag Chemie, Weinheim, 1964, p. 71 
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7.2 Einfluss des Dämpfungsgrades D RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Bei Systemen zweiter Ordnung vers 

determiniert der Verstärkungsfaktor o=0 REN 


K den Schnittpunkt mit der reellen 
Achse. 


Die Ortskurven schneiden die ima- 
ginäre Achse bei » = @,, dort ist der 
Betrag des Frequenzgangs K/2D 


Beachte: 


je kleiner der Dämpfungsgrad D, 
desto weiter sind die Ortskurven 


„ausgebeult“ ... 
Quelle: R. Isermann, „Regelungstechnik 1“, Skriptum 
zur Vorlesung, TU Darmstadt, 2001 
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7.2 Überprüfung mit MATLAB RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Auf der Kommandoebene geben Sie bitte folgende Befehle ein 
Nyguist Diagram 


»K=2; 

>» omegaO = 1; 
»D=08; Er 
> num = [K*omega0“ 2]; 
>» den = [1 2*D*omegaO omega0” 2]; os 
>» sys = tf(num,den) 


$ 
Transfer function: gs 7 
2 - 
s’2+16s+1 u 


> nyquist(sys) Al 


| -05 0 0:5 1 15 


Real Axis 
oder Sie benutzen den m-File Ortskurve_Example2.m 
« Tip: Verändern Sie einzelne Parameter. 
med T © S. Leonhardt, MedIT 7. Frequenzgang und Bode-Diagramm 13 
7.2 Ortskurve eines PT, -Systems RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Gegeben ist nun ein PT, - System 
K K 


G —— — 
(e) (1+Tfs)-(1+T73s)-(14T}s) (1+Tıs+T3s? + Ts?) 


im Frequenzgang: 


Gin) . . 


 A+NGw) + T2Gw)? + TPGw)) (1 - Tw2) +3- (Tiw - TRw) 


« Schnittpunkt mit der imaginären Achse 


1 1 
W Zi =SE —_—— ee 
1,2 T2 % 


° Schnittpunkt mit der reellen Achse 


IT 
w =( oder W45- ZT ni 
3 


Quelle: W. Oppelt, „Kleines Handbuch Technischer 
Regelvorgänge“, Verlag Chemie, Weinheim, 1964, p. 71 
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7.2 Ortskurve eines PT ,-Systems RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Gegeben ist ein PT,- System 


Y K Y fr Y 
G(s) = UN) URHG) = Gı(s) 3 Gs(s) ... Gn(s) 
Frequenzgang: 
GW) = |Gı(iw)|: |G2Gw)|- ..  IEnw)| - e Krater ton) 
= |GGw)]-e 
Beobachtung: 


« Die Ortskurve eines PT, -Glieds durch- 
läuft n Quadranten im Uhrzeigersinn 
(mathematisch negativ). 


« Da.die einzelnen PT, - Glieder eine maxi- 


male Phasenverzögerung von 9 = — I 


') Or KıKaKakKy 


2 
besitzen, gilt für die Phasenverzögerung 
beim PT, - Glied 
Pmax — N: 3 
0.0 1.0 2.0 
med ıT © S. Leonhardt, MedIT 7. Frequenzgang und Bode-Diagramm 15 

7.2 Ortskurve des D- und des I-Gliedes RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


D-Glied 
« Die Ortskurve des D - Glieds verläuft auf der imaginären 


Achse 
G(s)=Kp:s=Tp-s 
=> G(jw) — 3 - Kpw 
I-Glied 
« Die Ortskurve des |- Glieds verläuft auf der imaginären Im(G) 
Achse 
Re(G) 
1 1 
G = K ._.._ 2a 
(#) 1 s TITr-s s 
1 .Kı si 
> G(jw) =K- — = -j— = -j 
jJw w Tr -w 
o=0 
med T © S. Leonhardt, MedIT 7. Frequenzgang und Bode-Diagramm 16 
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7.2 Ortskurve des IT, -Gliedes RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
IT, -Glied 


« Merke: die Ortskurve des IT, - Glieds verläuft nicht auf der imaginären Achse. 


E 4 1 1 
& — K De ll — — 
nr I+Tıs Ts I+rTs 


1 1 


jw 1+T,jw 


Im(G) 


KM . Kı 
Two? +1 IT + w 


—— G(Gw)|oo = —-Krli — 700 
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7.2 Überprüfung mit MATLAB RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Auf der Kommandoebene geben Sie bitte folgende Befehle ein 

Nyquist Diagram 


>> num = [1]; 
>> den = [120]; al 
>> sys = tffnum,den) 


Transfer function: or 
ne 's IT 
_ Kr 1 

 Tı S®+1/Tı-s | 


gr 


Kr 1 
=-lund — =2 
Tı == Tı | 


—- Kı -Tı = —0,25 


Imaginary Axis 
> 


>> nyquist(sys) 


-0.5 -05 -0.4 -0.3 -0,2 -0.1 1] 04 02 03 


Real Axis 


Oder Sie benutzen den m-File Ortskurve_Example3.m. 
« Tipp: Verändern Sie einzelne Parameter 
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7.2 Ortskurve des Totzeitglieds RWTHAACHEN 

UNIVERSITY 
Das Totzeitglied bewirkt eine Verschiebung des Ausgangssignals bezüglich des 
Eingangssignals um die Totzeit T, 


Ve 
voD)=K-aft-T), wel Y iz AT, 


t 


Die Laplace-Transformation führt auf Y(s) = K - e”’'"* . U(s) und somit zur Über- 
tragungsfunktion eines T, - Glieds: 


Merke: ein Totzeitglied besitzt keine Pole und keine Nullstellen im Endlichen. 
G(jw) =K- et =K- (cos(wT;) — jsin(wT,)) 


Amplituden- und Phasengang: 
> |GGw)| = K; plw) = -wT; 


w=0: G(j0)=K; y(0) =0 


= "7 - Gnz) =-K, on) = —nn 
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7.2 Ortskurve des PT,T,-Glieds RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Sa, 1 _ gr, 08(wTE) - jsin(wTr) 
En) u. 1l+ Tıs zZ Ele) =. 1 + jwTı 
_K. (cos(wT;) — wTısin(wT;)) — J(wTicos(wT;) + sin(wT})) 
1+ T2w2 
Amplitudengang (wie PT, - Glied): Im(G) 
. K 
IG(iw)| - A088 
v1l+Trw >80 
Phasengang: Re(G) 
gang K > 
y(w) = - (WI, + tan” (wTı)) o=0 
° Merke: Die Ortskurve des PT,T,- Glieds 
durchläuft unendlich viele Quadranten. [0] 
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Gliederung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

7.1 Einführung 

7.2 Frequenzgang und Ortskurve 

7.3 Das Bode-Diagramm 


7.4 Asymptoten im Bode-Diagramm für Polynome 
erster Ordnung 


7.5 Bode-Diagramm für Systeme höherer Ordnung 
7.6 Hausaufgaben 


http://upload.wikimedia.org/wikipedia/en/b/b9/Hbode.png 


Hendrik Wade Bode 
(* 24. Dezember 1905 in Madison, 
Wisconsin; 
t 21. Juni 1982, in Cambridge 
(Massachusetts)) 
war ein US-amerikanischer 
Elektrotechniker. 
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7.3 Prinzip des Bode-Diagrams RWNTHAACHEN 

UNIVERSITY 
Zur Erinnerung: Der Frequenzgang beschreibt den Zusammenhang zwischen 
Ausgang Y(s) und harmonischen Eingangssignalen U(s) 


U(s) z As +Bo 
s2+ 


« Wie jede andere komplexe Zahl lässt sich der Frequenzgang mit Hilfe von 
Amplitude und Phase beschreiben: 


Clio) = Clin) - I. 


Amplitudengang: Alw) = |G(jw)| 
Phasengang: ylw) = ZG(jw) 
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Systemtheorie I 


7.3 Bode-Diagramm 


Definition des Bode-Diagramms: 
Darstellung des Amplitudengangs |G(jo)| 
auf doppelt-logarithmischen Papier 
Merke: der zeichnerische Knickwinkel ist @ = - 45°, 


wenn die Dekaden-Skalierung der beiden Achsen 
gleich ist 


und 


Amplitude }G(ilo}| 


Kreisfrequenz w 
BODE_1.8 I 1a 7.2001 
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RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Darstellung der Phase Yo) = ZG(jo) in 
einfach-logarithmischer Darstellung 
Beispiel: PT, - Glied 
1 


= = 
2 + Jw 


Glw) = 


Phasenwinkel Pp(w) 


Kreis 


requenz W 
BODE_2_P | 10.7.1991 


7. Frequenzgang und Bode-Diagramm 23 
7.3 Beispiel eines PT, -Gliedes RWNTHAACHEN 
1 UNIVERSITY 
Syst z 
ystem G(s) AR; 


20 log(|\G(jw) 


Du 


Trick: 


— 


Amplitudengang als 


Logarithmus darstellen 
(doppelt-logarithmisch 


> einfach-logarithmisch) -30 


20 log(IGÜw)|) 


0.1 1 10 100 
nm) A Szeu wirad/s 
(22 0 
wer 10 a 1 > HN 
-20 
Phasengang (einfach _% | 
logarithmisch) 50 
60 
w 
d(w) = tan! (=) = 
2 e- TI aiwin| uni 
0.1 1 10 100 
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24 


Systemtheorie I 


Frequenzgang und Bodediagramm 


7.3 Überprüfung mit Matlab 


»sys=tf(1,[12]): 
>> bode(sys) 
>» grid 


Definition des Dezibel (dB) 
20 loglG(jw)| [dB] 


oder benutzen Sie den m-File 
Bode_Example1.m 


m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 


Gliederung 


7.1 Einführung 
7.2 Frequenzgang und Ortskurve 
7.3 Das Bode-Diagramm 


Magnitude (dB) 


Phase (deg) 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Bode Diagram 


TERTREITE! ı KEESE ERENE ERTERN ERRER ® 


1 0 10 10° 


Frequency (rad/sec) 
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RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


7.4 Asymptoten im Bode-Diagramm für Polynome erster Ordnung 
7.5 Bode-Diagramm für Systeme höherer Ordnung 


7.6 Hausaufgaben 
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7.4 Asymptoten im Bode-Diagramm RWTHAACHEN 

UNIVERSITY 
Wie schon beschrieben, nennt man den logarithmischen Amplitudengang und den 
Phasengang als Funktion von log @ zusammen das Bode-Diagramm. 


* Gegeben sei die Übertragungsfunktion 


_K, 830,1) = 502).-(8 = 50,m) 
st (s-sp,)(s - sp.2)...(s- SP.n) 


G(s) 
« Der Amplitudengang ist das Produkt der Amplitudengänge der einzelnen Terme 


u Klo snullls- swa)l.s- sum) 
srl -eral-I@ ern 


« Konversion in Dezibel (dB) ergibt 


20 log |G(jw)| = 20 log K + 20 log |(s — sn,1)| + --- + 20 log |(s - sn,m)| 


20 log |s!| — 20 log |(s - spı)| — ... — 20 log |(s — SPn)|, u 
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7.4 Asymptoten im Bode-Diagramm - das PD -Glied RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Gegeben sei G(s)=s ta 
+ Gliw) = (jw+a)=a (= & 1) PD-Glied ... 
« Für kleine Frequenzen 
« Asymptote für kleine Frequenzen 
20 log |G(jw) oo = 20log(M) = 20 log(a) = const. 


« Fürhohe Frequenzen 
« Asymptote für hohe Frequenzen 


Gliw)lus>a & a (52) er (2) 290° = wZ90° 
20 log |G(jw) Io = 20 log(w) 


« Wirnennen © =a die Eckfrequenz o; (oft auch „Knickfrequenz‘) und stellen 
fest, dass sich die beiden Asymptoten bei © = ©; =a schneiden. 
> der Asymptotenverlauf „hat dort einen Knick“. 

« Wenn wir y = 20 log(M) und x = log(®) setzen, dann führt die Darstellung von y 
über x jenseits der Eckfrequenz zu Geraden mit einer Steigung von 20 dB/Dekade. 
« Alternativ: die Verdopplung der Kreisfrequenz (Oktave) führt zu einem Anstieg von 


6cdB. 
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Frequenzgang und Bodediagramm 


7.4 Asymptoten im Bode-Diagramm - das PD -Glied Il RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Bezüglich des Phasendia- 20 log(|G(jw)|) 

gramms erkennen wir, dass 42 +20 loga 

bei @; =a die Phase 9=+45° rin. | 


ist 30 + 20 loga 


« Wir beginnen eine Dekade bee 
+20 loga 


unterhalb der Eckfrequenz 3.3018. 


S=Bss= 


(®@=0.1 a) und zeichnen 6+20ioga Sielgung2üdkinekece | 

die Asymptote mit einer 20 loga Il) Harrer 

Steigung von 45°/Dekade. 0010 0.0 F 100 1004 
* Die Asymptote erreicht 90° wlrad/s 


bei = 10a (eine Dekade 


oberhalb der Eckfrequenz). 


« Außerhalb dieser beiden 60 


Dekaden um o; = a ver- 45 


laufen die Asymptoten des a 


Bun 


Steigung 45°/Dekade 


BEN 


Phasengangs horizontal 


0.0la 


m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 


7.4 Asymptoten im Bode-Diagramm - das PD -Glied Ill 


Gegeben sei weiterhin G(s)=s +a 
„w 
GGw)= (jw+ta)=a (5- + ı) 


PER) 


Skalierung des Betrags (ausklammern 

von a und dann teilen durch a) und der 

Frequenz (teilen durch a). 

« Um die originalen Beträge zu be- 
kommen, muss mit a multipliziert 
werden ... 
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BEN 


10a 


wlrad/s 
7. Frequenzgang und Bode-Diagramm 29 
RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
w/a M log(|Giw/a)l/a) Ylw/a) 
(rad/s) Asymptote Original Asymptote Original 
[dB] [dB] 1°] [1°] 
0.01 0 0.00 0.00 0.57 
0.02 0 0.00 0.00 1.15 
0.04 0 0.01 0.00 2.29 
0.06 0 0.02 0.00 3.43 
0.08 0 0.03 0.00 4.57 
0.1 0 0.04 0.00 5.71 
0.2 0 0.17 13,55 11.31 
0.4 0 0.64 27.09 21.80 
0.6 0 1.34 35.02 30.96 
0.8 0 2.15 40.64 38.66 
l 0 3.01 45.00 45.00 
2 6 6.99 58.55 63.43 
4 12 12.30 72.09 75.96 
6 15.56 15.68 80.02 80.54 
8 18 18.13 85.64 82.87 
10 20 20.04 90.00 84.29 
20 26.02 26.03 90.00 87.14 
40 32.04 32.04 90.00 88.57 
60 35.56 35.56 90.00 89.05 
80 38.06 38.06 90.00 89.28 
100 40 40.00 90.00 89.43 
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7.4 Asymptoten im Bode-Diagramm - das PD-Glied IV RWTHAACHEN 
ar UNIVERSITY 
20 log(|@*(Ge)) CITIT 


Skalierter Amplitudengang inkl. zu- . 

gehörigem Asymptotenverlauf für j 

G(s)=sta i 

« Asymptotenverlauf beginnt nun Bi £ 
bei 0 dB. [Ill 


Original 


° Bei der Eckfrequenz ®/a = 1 ‘ 
beträgt die Abweichung zwischen i 
originalem Amplitudengang und ' et 


Asymptotenverlauf 3 dB. 04 '  w* 


« Mit © ansteigende Asymptote 
> Hochpass-Verhalten. m 


Asymptotenverlauf 


Phasengang für normierte Frequenz 


20 II Originaler Verlauf 


1 
0.01 0.1 1 10 * 100 
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7.4 Asymptoten anderer Systeme: das D-Glied RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Gegeben sei 
G(s) = 5 20 log(|G" jo” )|) [dB] 


> G(jw) = jw 40 

20 1 G6s)=s 

Wir erinnern uns: s bedeutet d/dt 0 
> D-Glied ... 20 +6 dB/Oktave 

40 20 dB/Dekade 


Frage: Wie sehen die Asymptoten 0.01 0.1 


„A 10 100 
aus? w*[rad/s 


Antwort: 

« Diese Übertragungsfunktion 
hat eine mit & ansteigende 
Asymptote > auch ein Hoch- 
pass-Verhalten. 

« Sie hat eine Amplitude von 1 


(=0 dB) bei ® = 1 und eine 0.01 0.1 1 10 100 
konstante Phase von + 90°. w*[rad/s 
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7.4 Asymptoten anderer Systeme: das I-Glied 


Gegeben sei 


l 
= Gge)=2I- 
(io) Hr 
Wir erinnern uns: 1/s bedeutet 
Integration > I - Glied ... 


Frage: Wie sehen hier die 

Asymptoten aus? 

Antwort: 

« Diese Übertragungsfunktion 
hat eine mit ® abfallende 
Asymptote > Tiefpass- 
Verhalten. 

« Sie hat eine Amplitude von 1 
(=0 dB) bei ® = 1 und eine 
konstante Phase von - 90°. 


m ed T © S. Leonhardt, MedIT 


7.4 Asymptoten anderer Systeme: das PD -Glied 


Wiederholung: gegeben sei 


G(s)=s+a 


Frage: wie sehen hier die Asymp- 
toten aus? 


Antwort: 

« Dieser Frequenzgang hat 
eine Asymptote, die mit der 
Frequenz @; steigt 

« Die Eckfrequenz liegt bei 
©, = abzw. ®@*=1. 

« Die Phase verläuft von O 
nach 90° und beträgt + 45° 
bei ©; = a. 
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RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
20 log(I GC" (w*)|) dB] 
40 -6 dB/Oktave | 
2) -20 dB/Dekade 
0,60) =t 
40 
0.01 0.1 1 10 100 


0.01 0.1 1 10 100 
w*[rad/s] 
7. Frequenzgang und Bode-Diagramm 33 
RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


20 log" Gw)|) [dB] 


+6 dB/Oktave 


20 dB/Dekade 
0.01 0.1 1 10 100 
w/alrad/s] 
yw*) P] 
90 
45 1G(s)=(s+ta) 
0 1450 
45 45°/Dekade 
-90 
0.01 0.1 1 10 100 
w/alrad/s] 
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7.4 Asymptoten anderer Systeme: das PT, -Glied RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Wiederholung: gegeben sei 
1 20 logt\G" wo" )]) [dB 
G(s) = 
s+4 40 1 
0 G(s) = = -6 dB/Oktave 
Frage: wie sehen hier die (sta) I -20 dB/Dekade 
Asymptoten aus? 20 
40 
A F 
Antwort: 0.01 0.1 1 10 100 
« Dieser Frequenzgang hat w/alrad/s] 
eine Asymptote, die mit der y(w*) [P] 
Frequenz abnimmt 
« Die Eckfrequenz liegt bei A I 2 
@®,; = abzw. @*=1. 0 (sta) 
« Die Phase verläuft von 0 45 - 45°/Dekade 
nach - 90° und beträgt - 45° -90 
bei ©; = a. 
ma 0.01 0.1 1 10 100 
w/alrad/s] 
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7.4 Zusammenfassung: Übertragungsfunktionen 1. Ordnung PRWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Wenn eine Übertragungsfunktion Pole 1/(s + a) enthält: 


« Jeder Pol „biegt“ den Amplitudengang in Uhrzeigerrichtung und trägt ab der jeweiligen 
Eckfrequenz o, um —20 dB/Dekade zum gesamten Amplitudengang bei. 


« Oberhalb der Eckfrequenz trägt ein Pol — 90° zum gesamten Phasengang bei. 


« Der Startpunkt auf der Ordinate wird bestimmt durch Grenzübergang lim ®@ — 0. 


Wenn eine Übertragungsfunktion Nullstellen (s + a) enthält: 


« Jede Nullstelle „biegt“ den Amplitudengang entgegen der Uhrzeigerrichtung und trägt ab 
der jeweiligen Eckfrequenz o; +20 dB/Dekade zum gesamten Amplitudengang bei. 


« Eine Dekade oberhalb der Eckfrequenz trägt eine Nullstelle + 90° zum gesamten 
Phasengang bei. Achtung: Was passiert bei Nullstellen in der RH? -> Übung! 


« Der Startpunkt auf der Ordinate wird bestimmt durch Grenzübergang lim @—0. 


Spezialfälle: Integratoren (1/s) und Differentiatoren (s) 


«  Differentiatoren (s) und Integratoren (1/ s) haben keine Eckfrequenz o; 
° Sie tragen mit + 20 dB/Dekade zum Amplitudengang und mit + 90° zum Phasengang bei. 


« Der Startpunkt kann nicht auf der Ordinate bestimmt werden, sondern z.B. bei ®= 1. 
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Gliederung 


RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
7.1 Einführung 
7.2 Frequenzgang und Ortskurve 
7.3 Das Bode-Diagramm 
7.4 Asymptoten im Bode-Diagramm für Polynome erster Ordnung 
7.5 Bode-Diagramm für Systeme höherer Ordnung 
7.6 Hausaufgaben 
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7.5 Bode-Diagramm bei System höherer Ordnung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Aufgabe: 
« Gegeben ist das System 


(+3) __3KG+N) 
s(+1)(s+2) s(s+)($+1) 
« Skizzieren Sie das Bode-Diagramm (Asymptotenverlauf). 


G(s)=K 


Lösung: 

« Wir konstatieren: das System hat PIDT,- Verhalten 

« Wir beachten die Eckfrequenzen bei ® = 1, 2 und 3 rad/s sowie den | - Anteil. 

« Wähle o = 0,1 rad/s und @ = 100 rad/s als zu betrachtenden Frequenzbereich. 


« Wirnutzen ® = 0,1 rad/s, um den Offset durch den Integrator zu bestimmen 
(Ordinatenabschnitt) 


3.K-) 


30,1-.1):(1) 
« Wähle zur Normalisierung X = 1. In diesem Fall beginnt der Amplitudengang für 


@ = 0,1 rad/s mit einer Amplitude von 20 log 15 = 23,52 dB, und nimmt dann mit 
-20 dB/Dekade ab. 
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Frequenz-Normierung > alle 
Asymptoten der Vorhalte- und 
Verzögerungsglieder fangen 


20 log(|Giw)|) [dB] 


Achtung: wir sehen 2x 
einen Amplitudengang! 


CHEN 
UNIVERSITY 


bei0 dBan 


DI» 


© 


bei » = 1 rad/s knickt der 


Asymptotenverlauf um weitere _4 


+1) 


20 dB/dec (-6 dB/oct) 


20 dB/dec (6 dB/oct) 
1 


- 20 dB/Dekade ab 


0.1 


bei & = 2 rad/s knickt der 
Asymptotenverlauf nochmals 
um - 20 dB/Dekade ab 


40 


20 log(|Gw)|) 


grafische 
Addition 


w[rad/s 


| 


der Asymptoten 


20 dB/dec (-6 dB/oc 
> 


IN 


/dec (-12 dB/oct) 


ab »= 3 rad/s biegt sich der 
Asymptotenverlauf um + 20 


60 dB/dec (-18 dB/oct) 
| 40 dB/dec (-12dB/oct) 


dB/Dekade nach oben (jetzt in 


Summe Abfall noch — 40 


dB/Dekade) 


N 
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Der Asymptotenverlauf 
beginnt bei o = 0,1 rad/s 
mit p = - 90° 


1 


wirad/s] ' 
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7.5 Bode-Diagramm bei System höherer Ordnung Ill 


Achtung: wir sehen 2 x 
einen Phasengang! 


39 


100 


CHEN 
UNIVERSITY 


Der Asymptotenverlauf 
verläuft ab da mit - 45°/ 


45°/dec 


Dekade von » = 0.1 bis 
@& = 10 (durch den Pol bei 
1/(s+1), wodurch bei der 


|. 


Eckfrequenz wo = 1 weitere 


— 90° dazukommen) 


Bei » = 2 rad/s kommen 
weitere — 90° 


w[rad/s]'" | 


der Asymptoten 


00 


grafische Addition 


—45°/dec_ 


asymptotisches Verhalten 
zum Phasenverlauf dazu 


Bei » = 3 rad/s kommen 


45°/dec 


+ 90° asymptotisches 


Verhalten zum Phasen- 


verlauf dazu ... 
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7.5 Überprüfung mit Matlab RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Auf der Kommandoebene geben Sie bitte folgende Befehle ein 


»num= [13]; Bode Diagram 
»den=[13 20] 50 ——————e nn — 
>» sys = tf(num,den) r RES Ba En 
Transfer function: Fr i i TE 
S 9 5 [1 “ } 2 ' 
s+3 System: sys ; 5 3 
€ 6 Frequency (rad’sec): 0.1 
ZEREREATIEFaF HER | Magnitude (dB): 23.5 
= 


s"3+3s”2+2s 


>> bode(sys) 


>> grid 
Oder führen Sie denFile 
Bode_Example2.m aus. 5 

u 

£ 

je 

Frequency (radisec) 
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7.5 Bode-Diagramm für PT, -System I RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Amplituden- und Phasengang für ein PT, - System 
3 
Ww 1 
Gla)a oo lu 
5? +2Dwos + w2 7 +2DE +1 
Für kleine Frequenzen 
« Asymptote für kleine Frequenzen 
Be 
G(s)|s-0 7 22 =120 —0 2 2log|Glw)| = 20log (1) = 0 
0 
Für hohe Frequenzen 


« Asymptote für hohe Frequenzen 
Gls)\-n 7 wo/s” > Cliw) 7 wo/(iw)” = -wo/w” = wo/w” Z — 180° 
« Der Amplitudengang ist somit 
20 log |G(jw)| = 20 log wi — 20 log w? = 20 log wi — 40 log w 


« Dies ist eine Gerade, doppelt so steil (- 40 dB/Dekade) wie bei einem System 
erster Ordnung 
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7.5 Bode-Diagramm für PT,-System Il FRRTEAACHEN 
Amplitudengang für: 
2 
w 
G(s) = —— 
(#) s? +2Dwos + w} 
1 Resonanz- 
= - phänomen 
De 20 log(\G(jw)|) [dB] 
"T Asymptote D=0.| 
en „02 
« Darstellung des Ampli- 0 für >0 —03 
tudengangs 6 / 
20 log IG(jw E N 
alcea]) o a. 
und Skalierung w/wo 20 \ füro—o 
D=0. 
PR 0.5 
« Knick des Asymptotenver- 1 
laufs (-40 dB/Dek.) beider 
Eigenfrequenz @y, en 15-40 dB/Dekade 


0.1 10 
w/wo 
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7.5 Bode-Diagramm für PT,-System Ill RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Phasengang für: 
2 
w 
G s)= JE EEE 
(#) 5? +2.Dwos + w} 
1 ylw) M] 
u2 +2D #1 I_-0-.. 
—20 LI———02 
1-03 
« DerPhasengang ver-- Ber 
läuft von anfänglich 0° 60 —— 
hin zu -180° für große 80 au a 
Frequenzen Asymptote 
; . 00 <= -90°/ Dekade 
° bei der Eigenfrequenz 
@, beträgt die Phase '" 
(wg) = —90° gu 
—160 
180 
1 10 
w/wo 
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7.5 Amplituden- und Phasengang für PT,-System CHEN 
Freg. | Ampl. Phase | Ampl. Phase | Ampl. Phase Freg. | Ampl. Phase | Ampl. Phase | Ampl. Phase 
2 [dB] [BJ] 7°] [dB] M 
D = 0.3D = 0.3 D=1 D=1 
-0.09 11.42 
-0.34 22.62 
-0.75 33.40 
-1.29 43.60 
-1.94 53.13 
-2.67 61.93 
-3.46  —69.98 
-4.30 77.32 
; Ä -5.15 83.97 
90.00 4.44 90.00 0.00 90.00 
—133.67 - 3.19 -107.65 0.98 —100.81 6.89 95.45 
-151.39 - 1.48 -121.43 -2.13 —110.14 -7.75 —100.39 
139.35 - -0.35 -131.50 -3.36 117.96 -8.60 104.86 
163.74 5 2.11 -138.81 4.60 —124.44 -9.43 108.92 
166.50 — 3.75 —144.25 5.81 —129.81 -10.24 — 112.62 
168.41 - 5.26 —148.39 6.98 —134.27 -11.03 —115.99 
169.80 - 6.64 -151.65 8.10 —138.03 -11.80 119.07 
170.87 - 7.91 -154.26 -9.17 —141.22 -12.55 -121.89 
-171.72 - 9.09 —156.41 —10.18 —143.95 -13.27 —124.48 
172.41 - -10.19 —158.20 11.14 —146.31 -13.98 —126.87 
-18.09 175.71 - -18.28 167.32 —18.63 —159.44 20.00 —143.13 
-23.53 176.95 - -23.63 -170.91 —23.82 —165.07 24.61 —151.93 
-27.61 -177.61 = -27.67 -172.87 27.79 —168.23 -28.30 -157.38 
30.89 —178.04 - 30,93 —174.13 31.01 —170.27 -31.36 — 161.08 
33.63 -178.33 - 33.66 -175.00 -33.72 —171.70 -33.98 —163.74 
-35.99 —178.55 - -36.01 175.64 36.06 —172.76 -36.26 - 165.75 
-38.06 178.71 = -38.08_ 176.14 —38.12 —173.58 -38.28 167.32 
-39.91 178.84 - -39.93 -176.53 —39.96 —174.23 —40.09 —168.58 
———— 
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7.5 Abschlussbemerkungen RWTHAACHEN 


Bode-Diagramme sind überaus nützlich, da sie mittels Asymptotenverläufen skiz- 

ziert werden können. 

« Die Asymptoten der einzelnen Amplitudengänge können direkt stückweise 
addiert bzw. subtrahiert werden, sofern sie logarithmisch dargestellt werden. 

« Die Asymptoten der einzelnen Phasengänge können direkt stückweise addiert 
bzw. subtrahiert werden. 


Eine Normalisierung sollte so erfolgen, dass die Systemantwort für ® > 0 die 
Gesamtverstärkung 1 hat. 
« Dann beginnen die zugehörigen niederfrequenten Asymptoten alle bei O dB. 


° Die stückweise Addition und Subtraktion muss ggf. mit einer Tabelle unterstützt 
werden. 


Die wirklichen Amplituden- und Phasengänge können von den Asymptoten etwas 
abweichen, insbesondere wenn Resonanzphänomene auftreten. 
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Gliederung 


7.1 Einführung 

7.2 Frequenzgang und Ortskurve 

7.3 Das Bode-Diagramm 

7.4 Asymptoten im Bode-Diagramm für Polynome erster Ordnung 
7.5 Bode-Diagramm für Systeme höherer Ordnung 

7.6 Hausaufgaben 
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7.6 Hausaufgaben 


Hausaufgabe: 
« Wiederholen Sie dieses Skript. 


Zum Weiterlesen: 
« H. Unbehauen, „Regelungstechnik |*, 15. Auflage, 
Vieweg + Teubner Verlag, Wiesbaden, 2008. 
° Lesen Sie Kap. 4.3 


Zum Selbststudium (auf Englisch) 


*« http://www.engin.umich.edu/class/ 
ctms/freq/freq.htm 
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8. Stabilität linearer Systeme 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
med ıT Systemtheorie 1 


Prof. Dr.-Ing. Dr. med. S. Leonhardt 


Gliederung RWNTHAACHEN 
a WNIVERSITY 
8.1 Einleitung 


« Warum ist Stabilität eine wichtige Eigenschaft? 
« Definition des Begriffs “Stabilität” 

8.2 Algebraische Stabilitätskriterien 

8.3 Reglerauslegung nach der Routh-Methode 

8.4 Resonanz versus Stabilität 

8.5 Hausaufgaben 


http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/4/45/Stability.svg/1000px-Stability.svg.png 
men En  -„|(„„,.,94::gmge ee... °e°s ss [,...zz[.._Ö,(böOÖO.O.Ö = „ ._.„---.. 1a ge 
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8.1 Warum ist Stabilität eine wichtige Eigenschaft? RWTHAACHEN 


UNIVERSITY 


wa 
APR 26 1:23:30 - 1:23:44 


Aus: Gunter Stein, „Respect the Unstable“, IEEE Control Systems Magazine, August 2003, pp. 12-25. 


m ed T © S. Leonhardt, MedIT 8. Stabilität linearer Systeme 3 
8.1 Warum ist Stabilität eine wichtige Eigenschaft? RWTHAACHEN 
en UNIVERSITY 


Instabilität beim Landeanflug 


Saab JAS 39 Gripen - https://www.youtube.com/watch?v=k6yVU_yYtEc 
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8.1 Warum ist Stabilität eine wichtige Eigenschaft? RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Instabilität ist ein gefährlicher System-Zustand, da er das System zerstören und 

Benutzer gefährden kann. 

« Der Nachweis von Stabilität ist für die Auslegung eines Regelungssystems sehr 

wichtig und wird als entscheidender Sicherheitsnachweis betrachtet. 
Ein prominentes Beispiel ist die Regelung der Energieumsetzung in einem Atom- 
kraftwerk. Eine Instabilität führt zu verheerenden Konsequenzen (Tschernobyl, p.3.) 


« Weiteres Beispiel: Flugregelung bei einem Kampfjet (vgl. Saab Gripen, p. 4) 


« „Der Eurofighter ist ein im Unterschallbereich aerodynamisch 
um die Querachse instabiles Flugzeug. 

«  Statisch instabil bedeutet, dass der Punkt, an dem die gesamte 
Auftriebskraft angreift, vor dem Masseschwerpunkt liegt. Das 
Flugzeug ist somit bestrebt, stets die Nase nach oben zu 
ziehen. 


« Dies verhindern die Flugkontrollcomputer (FCC), da selbst 
im Geradeausflug permanente, schnelle und präzise 


http://en.wikipedia.org/wiki/File:Typhoon_f2_zj9 


Ruderbewegungen zur Fluglagenstabilisierung erforderlich 10_arpiipg 
sind und somit eine manuelle, direkte Steuerung durch einen 
Piloten nicht machbar ist.“ 


Zitiert aus: http://de.wikipedia.org/wiki/Eurofighter#Geschichte 
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8.1 Definition des Begriffs “Stabilität” RWTHAACHEN 
a UNIVERSITY 
Definition 1: 
« Ein kontinuierliches System ist stabil, wenn die Impulsantwort des Systems 
abklingt, d.h. 


‚im gi)=D 


Alternativ kann man die Stabilitätsaussage auch auf die Reaktion auf Anfangsbe- 
dingungen beziehen. 


Definition 2: 
« Ein kontinuierliches System ist stabil, wenn die Antwort auf Anfangsbedingungen 
(homogene Lösung) abklingt, d.h. y(t) — 0 fürt — oo und gegebene 


v0), 0), 50). 


Alternativ kann man die Stabilitätsaussage auch auf die Reaktion eines Systems 
auf ein in der Amplitude beschränktes Eingangssignal beziehen: 


Definition 3: 

« Ein kontinuierliches System ist BIBO-stabil, wenn ein beschränktes Eingangs- 
signal immer eine beschränkte Systemantwort generiert (every bounded input 
produces a bounded output, so called „BIBO stability"). 
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8.1 Energetische Betrachtung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Stabilität (lat. stabilis = fest (stehend)) bezieht sich auf die Fähigkeit eines Sys- 

tems, nach Auslenkung wieder zurück in eine Ruhelage zu kehren. 

« Zustand 1 und 3 sind stabil. 

Das Gegenteil von Stabilität wird als „Instabilität“ bezeichnet. 

« Zustand 2 ist instabil. 

Wie das Bild andeutet, hat der Stabilitätsbegriff etwas mit minimaler potentieller 

Energie zu tun ... 


« Stabile Systeme haben in der stabilen Ruhelage ein Minimum der potentiellen 
Energie. 


X‘ 
stabil grenzstabil instabil 
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/5/54/Bistability.svg/1000px-Bistability.svg.png 
m ed I | © S. Leonhardt, MedIT 8. Stabilität linearer Systeme 7 


8.1 Was nützt uns das für die Stabilität linearer Systeme? RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Für jedes lineare System, das sich durch eine gewöhnliche Dgl. mit konstanten 
Koeffizienten beschreiben lässt und Laplace-transformierbar ist, gilt: 


« Die Impulsantwort besteht aus eine Summe von Exponentialfunktionen 
« Jeder reelle Pol s= -a generiert ein Ke=*. 
« Jedes konjugiert-komplexe Polpaar sı,2 = —a + Jwa erzeugt eine Kombination 


von komplexen Exponentialfunktionen K]e(t3wa)t und Kyetemiwat , 
welche zu gedämpften Sinusfunktionen führen. 
« Hierbei müssen die Koeffizienten X, an die Anfangsbedingungen angepasst werden. 


Übung: 
° Wie viele (hoffentlich abklingende) Exponentialfunktionen werden maximal von 
einem System dritter Ordnung erzeugt? 


° Wie viele (hoffentlich abklingende) Sinus-Funktionen werden maximal von einem 
System dritter Ordnung erzeugt? 


Frage: was ist eigentlich mit Polen, die einen positiven Realteil haben? 
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8.1 Stabilitätsaussage für lineare zeitinvariante Systeme RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Stabilitätsaussage für lineare zeitinvariante (linear time-invariant, LTI) Systeme 
mit gebrochen-rationaler Übertragungsfunktion G(s). 


1. Ein System ist asymptotisch stabil, wenn alle Pole einen negativen Realteil 
haben. 


2. Ein System ist instabil, wenn mindestens ein Pol einen positiven Realteil hat, 
oder wenn es Mehrfachpole auf der imaginären Achse hat. 

3. Ein System ist grenzstabil, wenn es einen oder mehrere verschiedene Pole auf 
der imaginären Achse und im übrigen nur stabile Pole hat. 


jw jw s-Ebene 


[02 


x slabil x grenzstabil 


s-Pihene 


2 
/s Aus: H. Unbehauen, 
er = = s „Regelungstechnik |“, 15. 
instabil x instabil Auflage, Vieweg + Teubner, 


Wiebaden, Bild 6.1.1, p. 145. 
m ed T © S. Leonhardt, MedIT 8. Stabilität linearer Systeme 9 
8.1 Beispiele: Pol-Nullstellen-Verteilung und RWNTHAACHEN 
resultierende Übergangsfunktionen UNIVERSITY 
ja s-Ebene y(t) 
Stabiles System x Fyu00 
l 
x L > 0 
22.672 -0.164 
X j 1.047 
0 - N > 
0 15 Zeit[s] 30 


Instabiles System 


j1505 # X 
* - >06 
-3.087 0.0434 
71505 H X Zeit[s] 
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Gliederung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
8.1 Einleitung 
8.2 Algebraische Stabilitäts-Kriterien 
« Hurwitz-Kriterium 
« Routh-Kriterium 
8.3 Reglerauslegung nach der Routh-Methode 
8.4 Resonanz versus Stabilität 
8.5 Hausaufgaben 


Adolf Hurwitz 
Deutscher Mathematiker 
* 26. März 1859 in Hildesheim 
1 18. Nov. 1919 in Zürich 


http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/ 
d/d1/Adolf_Hurwitz.jpg 


Edward John Routh 


Englischer Mathematiker 
* 20 Jan. 1831 in Quebec, CA 
t 7 Juni 1907 in Cambridge, UK 


http://en.wikipedia.org/wiki/Edward_Routh 
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8.2 Stabilitätskriterium nach Hurwitz (1895) RWTHAACHEN 

UNIVERSITY 
Analytische Berechnung der Lage der Nullstellen des Nennerpolynoms bzw. der 
charakteristischen Gleichung 


N(s) = an8” + an-18”"" +: +18 +00 


= An: (s - s1)(8 - 82)... (Ss - 9) =0 


« im s-Bereich von Hand einfach durchführbar für n < 2 (pq-Formel) 


« umfangreich für n = 3 und 4 (> Bronstein) und nur numerisch machbar für 
n>4, 


Stabilität war auch schon vor 100 Jahren ein wichtiger Begriff (während die exakte 
Lage der Pole sekundär war). Digitalrechner gab es ja noch nicht ... 


« Damalige Frage: wie kann man aus den Koeffizienten einer homogenen Dgl. 
ohne Rechnung auf die Stabilität schließen? Oder anders formuliert: haben 
eigentlich alle Pole einen neg. Realteil? 


« Stodola, Dampfturbineningenieur, gab 1890 den Anstoß 
« Hurwitz, Mathematiker an der ETH Zürich, löste 1895 das Problem 
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8.2 Hurwitz-Kriterium (1895) RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Notwendige Bedingung für Stabilität: 

« alle Koeffizienten a; sind vorhanden und haben gleiches Vorzeichen: 


G>o 


Hinreichende Bedingung für Stabilität: 
« Charakteristisches Polynom der Ordnung n < 2: notwendige Bedingung 
hinreichend 


« Charakteristisches Polynom der Ordnung n = 3: notwendige Bedingung und 


zusätzlich 
aadı — Qnaz > 0 


« Charakteristisches Polynom der Ordnung n = 4 : notwendige Bedingung und 


zusätzlich 5 ’ 
— 044] — 0003 + Qıa2az > 0 


« Charakteristisches Polynom der Ordnung n = 5: notwendige Bedingung und 


zusätzlich 
— (4905 + az3a4 >O 
—(a1ay = avas)” + (azaı = A245) & (a1aa — aoaz) >00 
m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 8. Stabilität linearer Systeme 13 
8.2 Hurwitz-Kriterium Il RWTHAACHEN 


UNIVERSITY 


Andere Formulierung: ein System ist dann und nur dann stabil, wenn 


° An > O und alle n sog. „Hurwitz-Determinanten“ D,; > O sind, wobei 


Di 1 

ao wenn n ungerade 0 
a G] wenn n gerade 

| a, wenn n ungerade 
An, dn-2 1 Und: ++» . 0 
SEES LIE Ag wenn n gerade 
| i 

Dn = || ___@n-1__An-3 0 

0 An, Gn_2 0 
0 0 An 0 
0 0 0 =E ARE 000 


« Beachte: mit diesem Kriterium wird keine Aussage über den Grad der Stabilität 


gemacht ... 
m ed T © S. Leonhardt, MediT 8. Stabilität linearer Systeme 14 
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Systemtheorie I 


8.2 Hurwitz-Kriterium Ill 


Beispiel: n = 1 det (Dyrn) 
Beispiel: n = 2 det (Dyr2) 
det (Dr) 


Wir erinnern uns: 


Anwendung der Sarrus'schen Regel: 
det(A) = aei+ bfg + cdh - gec - hfa - idb. 


Beispiel: n, = 3 


det (Dys) 


det (Di) 


det (Din) = 
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8.2 Hurwitz-Kriterium IV 


Beispiel: n = 4 


az aı 0 0 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


= ao >O 
aı 08 
= | a =41'W>0 
a2 00 
= aı > 0 
ur“ 
N 
ab Ne L& db 
dNe”f die ie 
Tg *h 
a2 ao 0 
a3 a 0 
0 a2 ao 
a2 ao — : ” . 
br | ar -a3 ag >O 
a2 >00 


8. Stabilität linearer Systeme 


a2 ag 0 
a2 ao 0 
det(Duu)=| | =4a3:|\a3 a 0 |-a:: 
( HA) 0 a a ) 3 nn 2 . L 
0 aa a2 ag . : " 
= @: (azazaı _ auaz _ alas) > 
az qAı 0 
det(Dyrs3) =|ı A a 0 = AzasaL — agaz = alay 
0 a3 4@ı 
a a 
det(Dyr>) -| ° : | = d3a2 — Aıd4 
aa 02 


det(Drrn) = az 
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=a9:(a2 a -—ag:ag) >0 


15 
RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
as ao 0 
0 a1 0 
0 a2 00 
16 
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8.2 Routh-Kriterium (Routh, 1877) 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Alternative Methode (eng verwandt mit dem Hurwitz-Kriterium) zur Bestimmung der 
Stabilität, ohne dass die exakte Lage der Pole bestimmt werden muss (englischer 
Name: Routh-Hurwitz Criterion). 


Benannt nach: Edward John Routh, englischer Mathematiker (1831-1907) 
Auch dieses Verfahren erlaubt zu bestimmen, wie viele Pole sich in der linken 
Halbebene, in der rechten Halbebene und auf der imaginären Achsen befinden. 


Aber: auch dieses Verfahren liefert keine Information, wo genau sich die Pole 
befinden .... 


Gegeben sei das folgende System 4-ter Ordnung 


Alle Koeffizienten a; seien vorhanden und > 0. 


Z(s) 


ass’ +a3S° +a75? +aıs+tay 
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8.2 Routh-KriteriumI 00 ARWIHANCHEN 
UNIVERSITY 
Rezeptur: 


Zunächst werden alle Potenzen von s in absteigender Reihenfolge in eine 
Tabelle (sog. „Routh-Schema“) eingetragen. 

In die Reihe der höchsten Potenz von s werden anschließend der zugehörige 
Koeffizient und dann in absteigender Ordnung jeder zweite Koeffizient ein- 
getragen. 

In die zweite Reihe werden, beginnend mit der noch übrigen höchsten Potenz, 
die übrigen Koeffizienten eingetragen. 


Potenz 1. Spalte 
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8.2 Routh-Kriterium Ill RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
° Die übrigen Einträge werden durch Kreuzprodukt-Bildung der darüber liegenden 
Zeilen gebildet: 


« Ab der dritten Zeile ist jeder Eintrag die negative Determinante der darüber liegenden 
Einträge geteilt durch den darüber liegenden Eintrag ganz links 
« Dabei wird immer von der am weitesten links gelegenen 1. Spalte ausgegangen sowie 
die Einträge rechts der eigenen Spalte berücksichtigt 
Potenz 1. Spalte 


m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 8. Stabilität linearer Systeme 19 


8.2 Beispiel RWWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Aufgabe: 
« Gegeben sei das folgende System im geschlossenen Regelkreis. Erzeugen Sie 
ein Routh-Schema. 


W(s)+ E(s) 1000 Y(s) 
- (s+2)(s+3)(s +5) 


« Bestimme zunächst die Übertragungsfunktion des geschlossenen Regelkreises. 
« Wir stellen fest: n = 3. 
« Benutze dieses System für die Routh-Tabelle. 


a3 —1 
a = K 1000 
a =3 s>+ 105? +31s + 1030 
ao = 1030 
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8.2 Beispiel RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Für s? und s? werden direkt die Koeffizienten des Nennerpolynoms verwendet 
Danach werden die Kreuzprodukte per Determinantenbildung eingetragen 
Beachte: 
« falls notwendig oder nützlich, kann man eine komplette Zeile mit einer beliebigen 
positiven Zahl skalieren, ohne die Aussage des Stabilitätskriteriums zu 
verändern. 


« Wir stellen fest, dass sich in den darüber liegenden Reihen jedwede Skalierungs- 
faktoren (größte gemeinsame Teiler) sowieso herauskürzen. 


« Beachte: Eine Skalierung mit negativen Zahlen ist nicht erlaubt. 


8. Stabilität linearer Systeme 21 
8.2 Stabilitätsaussage des Routh-Kriteriums RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Für ein beliebiges lineares System gilt: 


die Zahl der (instabilen) Pole in der rechten Halbebene ist gleich der Zahl der 
Vorzeichenwechsel in der 1. Spalte des zugehörigen Routh-Schemas. 


Fazit: 

« Ein stabiles System hat keinen Vorzeichenwechsel in der ersten Spalte des 
Routh-Schemas. 

« Da das System aus dem vorausgegangenen Beispiel einen solchen Vorzeichen- 
wechsel aufweist, ist es offensichtlich nicht stabil. 


Überprüfung mit Matlab: 


3» polynom = [110 31 1030]. Wis) 1000 
>» roots(polynom) 
ans = 
-13.4136 
1.7068 + 8.5950i 
1.7068 - 8.5950i 
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8.2 1. Spezialfall: Nulleinträge in der ersten Spalte RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Problem: 


« Was passiert, wenn der erste Eintrag einer Zeile eine Null ist? Wir müssten ja 
dann in der nächsten Zeile durch 0 teilen ... 


Lösung: 
« Wir bestimmen die Stabilität mit der sog. „Epsilon“-Methode 
« \Wir ersetzen eine Null durch ein e> 0. 


« Wir fahren weiter fort mit der Konstruktion des Routh-Schemas und nutzen das e 
wie eine normale Zahl. 


Beispiel: 
« Betrachte das System 


10 
(fee m De 2 2 
(3) sd +25? +35? +65? +55 +3 


° Machen Sie eine Stabilitätsaussage mit dem Routh-Kriterium. 
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82Bipel RWWITHAACHEN 
UNIVERSITY 


10 


E Routh-Sch — 
rzeuge das Routh-Schema G(s) RUE EN au 


° Wir stellen fest, dass eine Null in der ersten Spalte (bei s® ) entsteht. 
« Wir ersetzen O durch e und fahren fort. 


Potenz 1. Spalte 
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8.2 Beispiel RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Zwecks Interpretation nehmen wir nun ein Vorzeichen für e an (kann positiv oder 

negativ sein). 

« Wir prüfen, ob es unter dieser Annahme Vorzeichenwechsel in der 1. Spalte des 

Routh-Schemas gibt. 
Im Beispiel ändert sich das Vorzeichen zweimal > das System ist offensichtlich 
instabil und hat zwei Pole in der rechten Halbebene. 
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8.2 Probe RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Probe mit Matlab: 


>> mypolynom = [123653]; 
>» roots(mypolynom) 


ans = 


0.3429 + 1.5083i 15: x. 
0.3429 - 1.5083i 
-1.6681 | 
-0.5088 + 0.7020i 
-0.5088 - 0.7020i ner 


Alternativ kann man die folgende 
Befehlssequenz benutzen: ne 


>> mysystem = tf([10],[1 2365 3]) a 
Transfer function: 

10 15 + a 
SE +2SM +36 NH + I zE " 0 05 
>> pzmap(mysystem) 
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8.2 2. Spezialfall: Nulleinträge in einer Zeile RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Manchmal findet sich eine ganze Zeile mit Nulleinträgen. Der Grund dafür ist ein im 

Nennerpolynom verstecktes gerades Teilpolynom niedriger Ordnung. 

« Beachte: für ein gerade Polynom gilt N’(s) = N’(-s). 

Beispiel: 

« Gegeben sei G(s) = 

Schema. 
Ergebnis: 


« Erzeuge Tabelle wie bisher. 


« In der zweiten 
Zeile 
multiplizieren wir 
mit 1/7. 

« In der dritten 
Zeile finden wir 


10 
- - „ Bestimmen Sie das Routh- 
5? +75? + 653 + 425? + 85 + 56 


überall 
Nulleinträge. 
« Was tun? 
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8.2 2. Spezialfall: Nulleinträge in einer Zeile RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Rezeptur: 


zunächst kehren wir zurück zur Zeile über den Nulleinträgen 
Wir formen ein Hilfspolynom P(s) und nutzen dazu alle Einträge in dieser Zeile. 


« Die höchste Potenz von P(s) wird die dieser Reihe zugeordnete Potenz sein, 
außerdem wird es absteigende Potenzen geben, bei denen nur jede zweite 
besetzt ist. 


Für das gegebene Beispiel bedeutet dies 
P(s) = 5’ +65° +8 


« Anschließend wird das Hilfspolynom P(s) nach s differenziert 
dP(s) 
ds 
« Die Koeffizienten dieses Polynoms ersetzen die Zeile mit den Nulleinträgen. 
« Wir skalieren erneut mit % und fahren mit dem Routh-Schema fort. 


— As? +19: +0 


« Resultat: kein Vorzeichenwechsel > keine Nullstellen in der rechten Halbebene. 
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Stabilität 


8.2 Überprüfung der Lösung in Matlab 
Auf der Matlab-Kommandoebene tippen: 


»> mysystem = tf([10],11 7 6 42 8 56]) 


Transfer function: Pie Zara. Mir 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


s’5+7s”4+6s”3+42s”2+8s+56 (. 


>» pzmap(mysystem) 
» roots([17 6428 56]) ® ol x 


ans = 


-7.0000 
-0.0000 + 2.0000i 
-0.0000 - 2.0000i 


-0.0000 + 1.4142i ze 7 r 5 : 
-0.0000 - 1.4142i Resı Avis 


Beachte: wir haben 2x 2 Pole auf der imaginären Achse. 
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8.2 Was steckt dahinter? 


Eine komplette Null-Zeile im Routh-Schema 

entsteht, wenn ein gerades (oder ein ungerades 

Polynom) ein Faktor des Gesamt-Polynoms ist. 

Beachte: gerade Polynome haben Nullstellen, die 

symmetrisch zum Ursprung liegen. 

« Diese Symmetrie entsteht unter drei 
Bedingungen: 

a) Die Nullstellen sind symmetrisch und real 

b) Die Nullstellen sind symmetrisch und imaginär 

c) Die Nullstellen sind quadrantenweise 
symmetrisch 

Eine komplette Null-Zeile im Routh-Schema zeigt 

an, dass wir ein gerades Teilpolynom als Faktor in 

N (s) haben, dessen Nullstellen symmetrisch zum 


A: Nullstellen symmetrisch und real 


29 


RWNTHAACHEN 


UNIVERSITY 


Ursprung liegen. B: Nullstellen symmetrisch und imaginäar — m— 
c: Nullstellen quadrantenweise symmetrisch ------- 


Einige dieser Nullstellen könnten auf der 
imaginären Achse liegen, ansonsten wäre das 
System instabil. 
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Gliederung RWWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

8.1 Einleitung 

8.2 Algebraische Stabilitäts-Kriterien 

8.3 Reglerauslegung nach der Routh-Methode 

8.4 Resonanz versus Stabilität 

8.5 Hausaufgaben 
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8.3 Reglerauslegung nach der Routh-Methode RWTHAACHEN 

UNIVERSITY 


Mit Hilfe des Routh-Schemas kann man auch Stabilitätsbereiche für bestimmte 
Parameter bestimmen. 


Dies soll an folgendem Beispiel illustriert werden: 


Aufgabe: 
° Man bestimme den Stabilitätsbereich für den Verstärkungsfaktor K(K > O)und 
die Verstärkung für Grenzstabilität 


W(s)+ E(s) Y(s) 
ME IMS 11 
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8.3 Reglerauslegung nach der Routh-Methode Il RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Lösung: 
* Übertragungsfunktion des geschlossenen Regelkreises: 
K 
El) = See TTS HK 


« Man bilde das Routh-Schema 


« Sei0ß <K < 1386 
« System ist stabil 
« 3 Pole in der linken Halbebene 


« Sei K > 1386 
« System ist instabil 
« 2 Pole befinden sich in der rechten 


Halbebene 
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8.3 Reglerauslegung nach der Routh-Methode Ill RWTHAACHEN 


UNIVERSITY 
Betrachte K = 1386 


« Wir haben eine Zeile mit Nullen. 
« Kehre zurück zur s2-Zeile und ersetze K durch 1386. 
« Bilde das gerade Polynom 


P(s) = 185? + 1386 


und seine Ableitung nach s 
dP(s) 
ds 


« Daes bis zum Ende der Tabelle keine 


Vorzeichenänderung mehr gibt, kann man 
konstatieren: das gerade Polynom hat 
genau zwei Pole auf der jw-Achse und 
die übrigen Pole in der linken Halbebene. 


Potenz 1. Spalte 
= 365 +0 


> Das System ist grenzstabil. 
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Gliederung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
8.1 Einleitung 
8.2 Algebraische Stabilitäts-Kriterien 
8.3 Reglerauslegung nach der Routh-Methode 
8.4 Resonanz versus Stabilität 
8.5 Hausaufgaben 
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8.4 Was ist eigentlich der Unterschied zwischen RWTHAACHEN 
Resonanz und Instabilität? UNIVERSITY 


Resonanz: 


« Vorgang, bei dem ein gedämpft-schwingungsfähiges System mit seiner 
Resonanzfrequenz (= Eigenfrequenz, falls D= 0) durch Energiezufuhr angeregt 
wird. 

« In diesem Fall beträgt die Phasenverschiebung zwischen Erreger und er- 
zwungener Schwingung 90 Grad, der Energieübertrag auf das schwingungs- 
fähige System ist in diesem Fall maximal. Hierdurch kann die Amplitude des 
angeregten Systems auf ein Vielfaches der Erregeramplitude ansteigen. 

« Aus: http: //de.wikipedia.org/wiki/Resonanz_ (Physik) 


« Ein System zweiter Ordnung habe eine relative Dämpfung & = Dwo. 


« \Wenn es als PT,-System modelliert werden kann, hat es Pole bei 
512 = —a + Jwa. Dabei ist wg die Eigenfrequenz und wa die gedämpfte 
Kreisfrequenz. 


« Wir postulieren: das System habe eine Resonanzfrequenz w. < wa < wo. 


« Merke: Falls das System mit w, angeregt wird, können je nach Dämpfungsgrad 
selbst kleine Anregungen große Schwingungsamplituden erzeugen. 
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8.4 Wiederholung: Bode-Diagramm für PT,-System RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Amplitudengang für: 
w2 
G(s) = L 
(#) 3? +2. Dwos + w2 
1 Resonanz- 
= — phänomen 
riet 20 log(\GGiw)|) [dB] 
[0] 
"Tr Asymptote D<0. 
ıoH- füro >0O tr 
« Darstellung des —03 
Amplitudengangs n / 
20 log(\G(jw E N 
slcGw)|) ı0 ee 
und Skalierung w/wo 20 \ le 
D=0. 
= a 
« Knick des Asymptoten- 
verlaufs (- 40 dB/Dek.) bei 
der Eigenfrequenz oy, jr ee 


0.1 10 
w/wo 
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8.4 Wiederholung: Bode-Diagramm für PT,-System RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Phasengang für: 
2 
0) 
G(s) = 2 
(3) 3? +2Dwos + w} 
1 rw) P] 
7 +2D4 +1 N Me 
20 [I2=—=0.2 
1-03 
« Der Phasengang verläuft 5 en 
von anfänglich 0° hin zu -® ml 
-180° für große 80 Er = 
Frequenzen Asymptote 
100 = t— -90°/ Dekade | 
« bei der Eigenfrequenz 
beträgt die Phase = 
90° 140 
160 
180 
0.1 1 10 
w/wo 
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Stabilität 
RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Berechnung der Resonanzfrequenz o, 
; K:w2 K 
. Sei G(s) = m a 
s“+2Dwostw 5+2D +1 
wo [#7] 
x __, (o®)6os) 
° Frequenzgang G(jw) = Ze 2 =K: r 5 5 
Fr28  (1-3)’+(Ds) 
1 
2 


> Amplitudengang |GGw)| = Aw) =K- 


> Phasengang 


Frage: 
39 


wo ist die Frequenz, bei der A(®) maximal wird? Diese Frequenz wollen wir die 
„Resonanzfrequenz“ &, nennen ... 
8. Stabilität linearer Systeme 


m ed T © S. Leonhardt, MediT 
RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Berechnung der Resonanzfrequenz o, 
Der Amplitudengang wird maximal, wenn der Radikand im Nenner minimal wird 


IGGw)maz| = Alw)mar = Alwr) 
w2\” wN? 
= Uu)e ( — =) + (222) — min 
« Berechnung der Ableitung und Nullsetzen 
d = h aD 
za an 
div ww, wo 0 wo wo 
2 
= -1+ (&) +2D? © 
wo 
1 
Wr =w,V1l-2D2 VW D<— 
v2 
. Fazit: Eigenfrequenz ohne Dämpfung wo 
MET gedämpfte natürliche Frequenz ww =w.Vv1-D? V D<il 
1 
Resonanzfrequenz  =wV1-2D? V D< W;; 
40 
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Stabilität 


8.4 Was ist eigentlich der Unterschied zwischen RWTHAACHEN 
Resonanz und Instabilität? UNIVERSITY 


Die Vermeidung von Resonanzkatastrophen ist besonders 
wichtig bei der Auslegung von Gebäuden, Hochhäusern und 
Brücken 


Merke: 
« Resonanzkatastrophen können also auch in Systemen 
auftreten, die an sich stabil sind (mit Polen in der LHP). 


« Die zerstörerisch wirkende Energie kommt aus der 
Anregung 
« Die Resonanzüberhöhung ist am höchsten, wenn aus- 


gerechnet mit der Resonanzfrequenz w,. angeregt wird ... http:/Ihome.messiah.edu/-barrett/br_an.gif 


« Instabilität ist insofern noch gefährlicher, weil der Crash 
unmittelbar zwingend ist, während er bei der Resonanz- 
katastrophe nur bei externer Anregung auftritt ... a 
« Die zur Zerstörung führende Energie entstammt dem 


System Tacoma Bridge, 1940 
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TACOMA NARROWS 
BRIDGE COLLAPSE 


Length of center span ZB00 Et 
Width 39 £& 


Depth of stiffening girders =$:: 


Start of construction Nov. 23, 1938 
Openaed for traffic July 1, 1940 
Collapse of bridge Nov. 7, 1940 


201 


Stabilität Systemtheorie I 


Gliederung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

8.1 Einleitung 

8.2 Algebraische Stabilitäts-Kriterien 

8.3 Reglerauslegung nach der Routh-Hurwitz Methode 

8.4 Resonanz versus Stabilität 

8.5 Hausaufgaben 
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8.5 Zum Nachlesen RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Hausaufgabe: 

« Lesen Sie dieses Kapitel im Skript ... 


Regelungstechnik | 


Zur Vertiefung: 
«  H. Unbehauen, „Regelungstechnik |“, 15. 


Auflage, Vieweg+Teubner, Wiesbaden, 
2008 


Respect the Unstable 


[The practical, physical (and sometimes dangerous) 
consequences of control must be respected, and the 
underlying principles mustbe clearly and well taught. 


By Gunter Stein 


« darin Kap. 6.1 und 6.2 


« Gunter Stein, „Respect the Unstable“, IEEE Con- 
trol Systems Magazine, August 2003, pp. 12-25. 
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8.5 Zum Nachlesen RWNTHAACHEN 
DEE UNIVERSITY 
Hausaufgabe: 


« Lesen Sie dieses Kapitel im Skript ... 


Resalıınostachnik | 


STUDIUM 


a the Unstable 


practical, physical (and sometimes dangerous) 
Bequences of control must be respected, and the 
erlying principles mustbe dlearly and well taught. 


https://www.youtube.com/watch?v=9Lhu31X94V4 
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9. Das Nyquist-Kriterium 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


n ed ıT Systemtheorie 1 


Prof. Dr.-Ing. Dr. med. S. Leonhardt 


Gliederung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
9.1 Einleitung 
9.2 Konforme Abbildung 
9.3 Das allgemeine Nyaquist-Kriterium 
« Umgang mit imaginären Polstellen 
9.4 Was steckt dahinter? 
9.5 Das vereinfachte Nyquist-Kriterium 
« Phasenrand und Amplitudenrand 
« Darstellung im Bode-Diagramm 
9.6 Stabilitätsbereich mit Hilfe des 
Nyauist-Kriteriums 
9.7 Hausaufgaben 


\ 
44,0) 


Nach http://www.hawe.de/lexikon/figures/0001_ortskurve.gif 
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9.1 Einleitung RWNTHAACHEN 

UNIVERSITY 
Das Nyquist-Kriterium (NYK, veröffentlicht 1932) ist 
eines der wichtigsten Verfahren zur Ermittlung der 
Stabilität geschlossener Regelkreise. 


Das Nyquist-Kriterium erlaubt eine Stabilitäts- 
aussage über den geschlossenen Regelkreis 
basierend auf der Analyse des dynamischen 
Verhaltens des offenen Kreises. 


« Es basiert auf dem Frequenzgang des offenen Feanesatne am 
Reg e | kre ) ses. http://upload.wikimedia.org/wikipedia/en/b/b4/ 


Harry_Nyquist.jpg 
Harry Nyquist (1889-1976) 
Das Nyquist-Kriterium ist eine grafische Methode zur ” 2 a a 
| E .S. and M.S. in rom 
Bestimmung der absoluten und der relativen U of North Dakota, USA 
Stabilität eines geschlossenen Regelkreises. Ph.D. in Physics from Yale U (1917) 


Engineer at AT&T Bell Labs 
+ April 4, 1976 in Harlington, TX, USA 
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9AEnetungl 00 RNIIHANCHEN 
UNIVERSITY 
Beachte: 


das NYK ist auch dann anwendbar, wenn das Übertragungsverhalten einzelner 

Regelkreisglieder nicht parametrisch, sondern in Form von gemessenen Ortskurven 

vorliegt. 

« Alle übrigen Verfahren, die wir kennengelernt haben bzw. kennen lernen werden 
(z.B. das Hurwitz-, das Routh-Kriterium oder die WOK), funktionieren nur für 
explizit bekannte gebrochen-rationale Übertragungsfunktionen. 


° Im Übrigen: gemessene Ortskurven liegen nur für stabile Systeme vor ... 


Ferner erlaubt das Nyquist-Kriterium Stabilitätsaussagen, wenn der offene Regel- 
kreis instabile Pole oder Totzeitglieder enthält, z.B. 


Gu(s) = ER eis 


Schließlich: 


das Nyquist-Kriterium liefert eine quantitative Aussage zum „Abstand von der 
Stabilitätsgrenze“ (Grad der relativen Stabilität). 
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Gliederung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
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9.2 Konforme Abbildung | RWTHAACHEN 
FE UNIVERSITY 


Wir wollen im Folgenden vier wichtige Fragen klären: 

1. die Beziehung zwischen den Polen von G,(s) = G(s) H(s) und den Polstellen 
von 1+G,(s)=1+ G(s) H(s) 

2. die Beziehung zwischen den Polen von 6,5) = G (5) / (1 + Gy(s) ) und den 
Nullstellen von 1 + Gy(s) 

3. die Abbildung von komplexen Punkten 

4. die Abbildung von komplexen Kurven 


Gegeben sei wieder der folgende Regelkreis: 
° die Übertragungsfunktion im Vorwärtszweig G(s) =Z.(s) /N(s) 
° die Übertragungsfunktion des Rückkoppelpfades H(s) = Z,,(s) / N7,(s) 


_ _ 216): Zu(s) vn, u 
Go(s) — G(s) & H(s) — Ne(s)- Ny(s) a 
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9.2 Konforme Abbildung Il RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
ELNOESEZSOR OESEE ne AL 
G(s) Za(s): Na(s) 


Gges(8) = 1+G(s)-H(s) Nc(s)- Nn(s) + Z6(s)- Zu(s) 


Wir stellen fest, dass 
zu (1): die Pole von | + G(s) A(s) sind dieselben Pole wie von G(s) H(s), und 


zu (2): die Nullstellen von 1 + G(s) H(s) = 1 + G,(s) entsprechen den Polen von 
Gges8); der Übertragungsfunktion des geschlossenen Regelkreises. 


zu (3): Wir erinnern uns: eine beliebige komplexe Zahl in der s-Ebene wird durch 
eine komplexe Funktion F(s) auf eine andere komplexe Zahl abgebildet. 


Beispiel: 
« Der Punkt 4 + j3 wird durch die Funktion F(s) = (s? + 2s +1) auf den Punkt 16 + 


]30 abgebildet. 
medil 3] ss save 1 Dan nz 


9.2 Konforme Abbildung Ill RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
zu (4): Abbildung von Kurven: 
« Gegeben sei eine Ansammlung von Punkten in der s-Ebene (die Kurve A), die 
wir über die konforme Abbildung 7(s) in die F(s) -Ebene abbilden wollen. 


jo _ Im 
Seköng F(s) -Ebene 
Kurve A o' Kurve B 
oO —e F(s) — Re 


Merke: eine konforme Abbildung bedeutet eine winkel- und orientierungstreue 
Abbildung, d.h. der Schnittwinkel zwischen zwei Kurven A,, A, in der s-Ebene ist 
samt Drehsinn der gleiche wie für die beiden zugehörigen Bildkurven B,, B.. 

« Im Beispiel wird Punkt Q der Kurve A durch eine Funktion F(s) auf den Punkt Q’ der 
Kurve B abgebildet. 


medil [I sa meTr ———s.Das Nyon ng 
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Nyquist-Kriterium 


9.2 Konforme Abbildung IV 


Annahme: 


Gegeben sei nun die 
komplexe Abbildung 


F(s) = 


HANVEDCITV 


1 Kurve B 
m 


(5 = snı)(S Zr SN2).-- 


Die Abbildung der Kurve A 
wird bestimmt durch die 
Lage von Pol- und Null- 
stellen von F(s). 


> Dabei wird der resul- 
tierende komplexe Zeiger 
R im Bildbereich bestimmt 
durch den komplexen 
Zeiger V im Urbereich. 


(s ı; spı)(s spa)... 


»Re R=V 
Richtung im 
Uhrzeigersinn 


Im 
Richtung entgegen 
dem Uhrzeigersinn 


» Rec -1 


ee A umkreist 
Nullstelle 


lä 


>» Re R=V 


5 S5N17” 


Kurve B um- 
kreist Ursprung 
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9.2 Konforme Abbildung V 


Für das Abbildungs- 
verhalten wichtige 
Unterscheidungs- 
merkmale sind 


offenbar: 


« wird V von der Kurve A 
im s-Bereich um- 
fahren? 


« Kommt der Zeiger V 
von einem Pol oder 
einer Nullstelle? 


« Die Antworten auf 
diese Fragen 
beeinflussen die 
Richtung und Lage 
der KurveB. 


9. Das Nyquist-Kriterium 


Kurve A 


9 


RWNTHAACHEN 


IBInNImmAFZ 


Im 


k Kurve B 


o— 5735N1 > 


A ©) 


Kurve A 


R=V 
Richtung im 
Uhrzeigersinn 


» Re 


Kurve B 


sS-5p1l 
(d) 


Kurve A 


S=5M 


SN1 
SPpi 


Richtungswechsel: 
entgegen dem Uhr- 
zeigersinn 


Kurve B 


5s—5pı 
Einfluß von Pol- und Null- 
stelle kompensieren sich 
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Gliederung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
9.1 Einleitung 
9.2 Konforme Abbildung 
9.3 Das allgemeine Nyquist-Kriterium 
« Umgang mit imaginären Polstellen 
9.4 Was steckt dahinter? 
9.5 Das vereinfachte Nyquist-Kriterium 
« Phasenrand und Amplitudenrand 
« Darstellung im Bode-Diagramm 
9.6 Stabilitätsbereich mit Hilfe des Nyquist-Kriteriums 
9.7 Hausaufgaben 


medil ie nn 


9.3 Herleitung des allgemeinen Nyquist-Verfahrens I RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Struktur eines Regelkreises in der Standardform: 


« für die Ausgangsgröße Y(s) gilt in Abhängigkeit von der Führungsgröße W(s) und 
den Störgrößen Z;(s): 


Y(s) = Gw(s) :W(s) + Gz, (s) : Zı(s) + Gz, (s) : Za(s) 


u Gr(s)Gs(s) en Gs(s) Ne d "Zols 
"rer res ee 
Wir wissen: 


« man nennt das Produkt der einzelnen im Regelkreis auftretenden Glieder die 
„Übertragungsfunktion des offenen Kreises“ (Schleifenübertragungsfunktion) G,(5) 

« Der Regelkreis ist stabil, wenn die Nullstellen seiner charakteristischen Gleichung 
1+Go(s) =1+ Gz(s)G ss) = 0 in der linken s-Halbebene liegen. 


medil ie nn 
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9.3 Herleitung des allgemeinen Nyquist-Verfahrens Il CHEN 
En UNIVERSITY 
Beachte: der Frequenzgang des offenen Regelkreises G,(jo) realisiert eine kon- 


forme Abbildung der imaginären Achse aus der s-Ebene („Urbereich“) auf die 
G,-Ebene („Bildbereich“) 


s- Ebene G,- Ebene 


Merke: Die charakteristische Gleichung 1 + G,(j®) des geschlossenen Kreises lässt 
sich als Zeiger von (-1,0) auf die Ortskurve G,(j_) interpretieren. 


m ed T © S. Leonhardt, MedIT 9. Das Nyquist-Kriterium 123 
9.3 Herleitung des allgemeinen Nyquist-Verfahrens Ill RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


« Aus den Änderungen des Phasenwinkels von 1 + G,(j®) beim Durchlaufen 
der Ortskurve des Frequenzgangs G,(j®) für =- ©... + w lässt sich auf 
Stabilität bzw. Instabilität schließen. 


Betrachten wir zunächst rationale Übertragungsfunktionen: 

« Sei zunächst G,(s) eine rationale Übertragungsfunktion ohne Nullstellen oder 
Pole auf der Imaginärachse. 

« Die charakteristische Gleichung des geschlossenen Regelkreises ergibt sich zu 


1+Go(s) =1+ En - De -0 


Beachte: 
« Wegen Grad (Z,) = m, Grad (N,) = n und m < ngilt Grad (Z, + N,) = n 
> Durch das Schließen des Regelkreises im Standardregelkreis bleibt die 


Ordnung von | + G,(j®) im Vergleich zur Übertragungsfunktion G,(s) erhalten, 
lediglich die Dynamik verändert sich. 
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9.3 Herleitung des allgemeinen Nyquist-Verfahrens IV CHEN 
I UNIVERSITY 
Es seien s,, (= 1... n) die Pole des geschlossenen Kreises (also die Nullstellen 
von Nu+ Zu = 0) und s,; (i= 1... n) die Nullstellen des Polynoms N,(s) und damit 
die Pole des offenen Kreises 


n 


Il(s-sp,) 
1+G0()- K 
Il sx.) 


i=1 


« Wie schon erwähnt, bildet G,(s) die Pol-Nullstellen-Konfiguration aus der s- 
Ebene in die G,-Ebene ab (konforme Abbildung). 


Für die Argumente (Winkel) von 1 + G,(s) folgt nach den Regeln für Hintereinander- 
schaltung von Übertragungsfunktionen: 


/(1+60(8)) = Z{(K)+) /(s-sP3) - )/(s-s,), wobei /(R) =0. 
j-l i=l 


medil ie en II 


9.3 Herleitung des allgemeinen Nyquist-Verfahrens V RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Im Folgenden wird nun berechnet, wie die 
Winkelbeiträge einzelner s,,, (bzw. s, ;) von 
der Lage in der s-Ebene abhängen 

Dabei gilt: 

« Da die Ortskurve die imaginäre Achse (jo) 
der s-Ebene in die Ortskurvenebene ab- 
bildet, betrachtet man die Änderung (A) von 
ZG,(o) im Bereich -o < o <o für jeden Pol 
p;=ötrjo 


A £ls-3p;)= HM a ; 


W=— 00 7 ö6>0 


« Die einzelnen Winkelbeiträge werden 
addiert. 

° Bei Nullstellen s, ; verfährt man genauso, 
nur werden die Winkelbeiträge subtrahiert. 


p 
« Man läuft dabei auf der imaginären Achse 
der s-Ebene von ’unten’ nach 'oben'. 
med ıT © S. Leonhardt, MedIT 9. Das Nyquist-Kriterium 16 
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9.3 Herleitung des allgemeinen Nyquist-Verfahrens VI CHEN 
GE UNIVERSITY 
Werden alle Winkelbeiträge aller Polstellen s, ‚und aller Nullstellen s, ‚addiert, 
ergibt sich 
A Ge) +) lg a) trg er) lo (mM) ro (m) 


=, a- > 
mit 
I, = Anzahl der Pole sp,; des geschlossenen Kreises links von jw, 
rg = Anzahl der Pole sp; des geschlossenen Kreises rechts von jw, 
lo = Anzahl der Pole sx,; des offenen Kreises links von jw, (bekannt) 


ro = Anzahl der Pole sx,; des offenen Kreises rechts von jw (bekannt). 


Bei bekanntem Grad n gilt ferner (man hat n Pole und n Nullstellen) 


EM Rg 
KENT 
med ıT © S. Leonhardt, MedIT 9. Das Nyaquist-Kriterium 17 


9.3 Herleitung des allgemeinen Nyquist-Verfahrens VII RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Setzt man dies ein, so ergibt sich 


A_LCoÜiw) +1)= (n-2r,)m - (n-2r.)r 


nen), 


wobei 2r einen 360°-Umlauf des Zeigers 1 + G,(j®) um (0,0) in mathematisch 
positiver Richtung der vollständigen Ortskurve (für -oo << o) bezeichnet. 


Beachte: 
« Bisher wurde die Winkeländerung der Ortskurve 1 + G,(jo) bezüglich des Ur- 


sprungs (0,0) betrachtet. Da aber G,(j®) gezeichnet wird, muss diese Gleichung 
auf den kritischen Punkt (-1,0) und die Ortskurve G,(j») angewendet werden. 


medil ie ng 
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9.3 Herleitung des allgemeinen Nyquist-Verfahrens VII RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


1. Version des vollständigen Nyquist-Kriteriums 


Ist der offene Kreis G,(s) instabil, liegen also r, bekannte Pole rechts der ima- 
ginären Achse, so ist der geschlossene Kreis genau dann stabil, d. h. r,= 0, 
wenn die vollständige Ortskurve des offenen Kreises G,(j@) für -o <@ < © 
den Punkt (-1,0) ry„-mal im Gegenuhrzeigersinn, d. h. im mathematisch 
positiven Sinne, umkreist. 


« Merke: 
Durch das vollständige Nyquist-Kriterium wird eine Beziehung zwischen der 
Ortskurve (also einer grafischen Beschreibung des offenen Kreises) und den 
(unbekannten) instabilen Polen des geschlossenen Kreises hergestellt. 


m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 9. Das Nyquist-Kriterium 19 
93Schusfgerunenee 2 RWIHAACHEN 
UNIVERSITY 


Stimmt die Anzahl U von Umläufen nicht mit der Anzahl der instabilen Pole des 
offenen Kreises überein, so gilt: 


rer -Ul 


Die Anzahl der instabilen Pole des geschlossenen Kreises ergibt sich aus der 
Differenz von instabilen Polen des offenen Kreises und der Anzahl U der mathe- 
matisch positiven Umläufe um (-1,0). 


> Ist der offene Kreis stabil, so ist wegen r, = 0 der geschlossene Kreis nur dann 
stabil, wenn G,(jo) für -o < @ < o den kritischen Punkt (-1,0) nicht umkreist oder 
durchdringt > einfaches Nyquist-Kriterium. 


« Wird die Ortskurve nur für (0 < @<« ) gezeichnet, so muss die Umlaufzahl 
halbiert werden, d. h. die Winkeländerung beträgt bei Stabilität (r, = 0) nur: 


AG w)+l)=r-(n-r)=r.r 


medii ie ng 
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9.3 Verallgemeinerung auf imaginäre Pole I RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
« Bisher wurden Pole oder Nullstellen auf der imaginären Achse, d.h. 5), sy; =+j® 
oder s, ,, sy, = 0, nicht zugelassen. 


* Schon um bleibende Regelabweichungen zu vermeiden, sollte aber der offene 
Regelkreis zumindest einen |-Anteil besitzen, also grenzstabil sein. 


Zur Behandlung derartiger Pole oder Nullstellen wird eine geeignete Kontur C 
gewählt, die die Singularität mit einem kleinen Halbkreis innerhalb der linken 
Halbebene umgeht. Es gilt: 


AZ +Go(s)) = AZ(L+Gols)) + AZ + GH), 


wobei der Kurventeil C, den Halbkreis und C, den Rest 

der imaginären Achse darstellt. Lässt man jetzt den Radius r 
des Halbkreises gegen 0 streben, erhält man als Kurve 
wieder die imaginäre Achse mit Ausnahme der Pole. 
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9.3 Verallgemeinerung auf imaginäre Pole Il RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Sei sp; ein Pol des geschlossenen Kreises, also eine Nullstelle von 1+G,(s) der 
Ordnung k, so gilt in seiner Umgebung (Taylor-Reihenentwicklung um Sp): 


1+G0(s) = Cr(s - sp 5)" (L+ R(s - sp5)) 


mit Restglied R(s - sp) > 0 für r > 0. Damit gilt auf C, 


Z(1+Go(s)) = Z(Cr) +k: Z(s- sp) + ZI + R(s - sp ;)) 


AZ 4Go(s)) =O+ kr) + ALLAH Rs sp3). 


Im Grenzfall r > 0 geht der letzte Term gegen 0, da 1 + R(s = s,,) > 1 strebt. Es 


gilt dann: 
AZ +Go(s)) = kr. 
med en nn 
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9.3 Verallgemeinerung auf imaginäre Pole Ill RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Analog ergibt sich für einen k-fachen Pol des offenen Kreises (= Nullstelle des 


geschlossenen Kreises) 


Ö . 
(s — sn,;)® 


1+G0(s) = 


> Zi + Go(s)) — (Cr) + (-k) . Z(s _ SN;) + zi + R(s _ sN;)) ; 


Art Ale) 


> AL(1+Go(e)) = +k:r. 


medil ie nn 


9.3 Verallgemeinerung auf imaginäre Pole IV RWNTHAACHEN 
a UNIVERSITY 


Für die ganze Kurve © gilt nun mit a, und a, der Anzahl der Pole des offenen bzw. 
geschlossenen Kreises auf der imaginären Achse: 


AZ 4 G0(9)) = „ALU +6o6s)) + AZ(L+Go(s)) 


= A Z1460()) + (0 -@,):r. 


Da a, und a, rechts von C liegen und somit hier als volle instabile Pole gezählt 
werden, folgt daraus 


A zu +60(8)) = AZ(1 + G0(9)) - (00 — 39): 7 


= (for) 27 tan) (A) 7 


a ee 


medii ie nn 
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9.3 Verallgemeinerung auf imaginäre Pole V RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Hätte man den Halbkreis C, rechts um die grenzstabilen Pole gelegt, kehrten sich 


in den obigen Beziehungen die Vorzeichen um. Da jetzt a,und a, links der Kurve 
liegen und somit als stabile Pole gezählt werden, ergibt sich: 


„A,ZU + Co(s)) = AZ + Cols)) + (ao - @y)- 7 
= neh 
> Es macht keinen Unterschied, ob Pole auf der imaginären Achse (links) als 


instabile Pole innerhalb der Kurve (Mitte) oder als stabile Pole außerhalb der Kurve 
(rechts) gezählt werden ... 


998 
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9.3 Verallgemeinerung auf imaginäre Pole V RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Wir können jetzt die endgültige Fassung des Nyquist-Kriteriums formulieren: 


Allgemeines Nyquist-Kriterium: 


Der geschlossene Regelkreis ist asymptotisch stabil, wenn die vollständige 

Ortskurve des offenen Kreises G,(jo) den kritischen Punkt (-1, O) r,+ a,/2 mal 

im Gegenunhrzeigersinn, d. h. im mathematisch positiven Sinne, umkreist. 

° Hierbei geben r, und a, die Zahl der instabilen bzw. grenzstabilen Pole des offenen 
Regelkreises an. 
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9.3 Anmerkungen RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Man kann zeigen, daß obiges Kriterium auch für Totzeitglieder erfüllt ist. Damit ist 


das Nyquist-Kriterium das einzige Stabilitätskriterium, dass auch auf totzeit- 
behaftete Systeme anwendbar ist. 


« Die Frequenzgangs-Ortskurve eines Systems mit I-Verhalten kommt für = 0 
aus dem Unendlichen, bei Verzögerungsgliedern beginnt sie auf der reellen 
Achse. 


Jeder Pol wird so oft gezählt, wie seine Ordnung beträgt (Beachte: konjugiert 
komplexes Polpaar = 2 Pole). 


Die Anzahl der instabilen und grenzstabilen Pole des geschlossenen Kreises 
kann bestimmt werden aus: 


a a ae a 
n+F=n+Z2-U| bzw. n+Sent+t-20]. 


2 2 2 2 


=» 0 
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9.4 Was steckt dahinter? RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Formal läßt sich das Nyquist-Kriterium auch über einen 
wichtigen Satz der Funktionalanalysis, den Cauchy‘schen 
Integralsatz, und davon abgeleitet den Residuensatz herleiten. 


Man nennt das dahinter stehende Prinzip auch das "Prinzip des 
Arguments“ oder den Satz vom logarithmischen Residuum 
(engl. "principle of the argument“ oder „Cauchy criterion‘). 


Augustin-Louis Cauchy, franz. Mathematiker 
21. August 1789 in Paris; f 23. Mai 1857 in Sceaux 

R ati ona | e: https://de.wikipedia.org/wiki/Augustin-Louis_Cauchy 

« Sei G(s) eine rationale Funktion in s, die bis auf isolierte Singularitäten analytisch 
(durch eine Potenzreihe darstellbar) auf s ist. 

« Sei C, eine geschlossene kontinuierliche Kurve in s, die gegen den Uhrzeiger-sinn 
durchlaufen werden soll und längs G(s) analytisch ist. Da die konforme Abbildung 
G(s) eindeutig ist, existiert zu jedem Punkt s; ein eindeutiger Bildpunkt G(s;). 

« Somit entsteht im Bildbereich wieder eine geschlossene Kurve C,, die abhängig 
von der Funktion G(s) im Uhrzeiger- bzw. im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen 


wird. 
medil erg 
94 Was teckt die? —  _ RNITHAACHEN 


UNIVERSITY 


Merke: der Drehsinn in der G-Ebene hängt ab von G(s) und dem Drehsinn von C,. 


Im 
s - Ebene Pi EN G - Ebene 
>» 
Re Re 
Cs 
C, 


Satz vom logarithmischen Residuum: Die bis auf isolierte Singularitäten ana- 
Iytische Funktion G(s) bildet eine Kurve C,, längs derer sie analytisch ist, eindeutig 
in die Kurve C. ab. Dabei umkreist C. den Ursprung der G(s) -Ebene genau so oft, 
wie die Differenz der von C, eingeschlossenen Pole und Nullstellen von G(s).. 


medil ie ng 
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9.4 Satz vom logarithmischen Residuum RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

In Gleichungsform heißt dies: N=Z- P, wobei 

« N = Anzahl der Umkreisungen des Ursprungs in der G(s) -Ebene 

« Z = Zahl der Nullstellen von G(s) innerhalb von C, 

« P = Zahl der Polstellen von G(s) innerhalb von C, 


Folgende Fälle können unterschieden werden: 

1. N>0,d.h. Z> P: Die Drehrichtung von C, und C, ist gleich, C, umkreist den Ursprung N 
mal. 

2. N=0,d.h. Z= P: C, umkreist den Ursprung nicht. 

3. N<0,d.h. Z< PP: Die Drehrichtung von C, und C, ist entgegengesetzt, C, umkreist den 
Ursprung N mal. 


s-Ebene 4 Im 1+G,(s) kim 
n G,- Ebene 
> > 
Re Re 
As el N=2 
medit een I 
9.4 Ws tet dahinter? RANTHAACHEN 


UNIVERSITY 


Basierend auf dem Satz vom logarithmischen Residuum etabliert das Nyquist- 
Kriterium für die spezielle Funktion F(s) = 1 + G(s)H(s) eine eindeutige Beziehung 
zwischen der Zahl und Lage der Pole und der Zahl und Lage der Nullstellen 
innerhalb der Kurve C, und der Zahl von Umdrehungen der Kurve C, im Bildbereich 
um den Ursprung. 


V\V: 
« Dabei gilt: die Amplitude von R im Bildbereich ist gegeben durch R= — 
V3VıV; 
« Beachte: die Nullstellen des offenen Kreises V1 und V2 werden zu 
(unbekannten) Polen des geschlossenen Kreises. 
Jo Im 
s-Ebene ! t 
0 —e F(s)=1+G(s)Hls) = Re 
KurveC, Pole außerhalb C, er- Kurve Co 1 + G,(s)-Ebene = 
X zeugen keine Umdrehung 1 + G(s)H(s)-Ebene 
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9.4 Was steckt dahinter? RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Anschaulich gesprochen, spiegelt sich die Pol-Nullstellen-Verteilung innerhalb der 

Kurve C, im Drehverhalten der Abbildung dieser Kurve wieder. 

« \Wählt man jetzt die rechte Halbebene als Gebiet, das von der Kurve s = jo ein- 
geschlossen wird (sie schließt sich mit einem Halbkreis mit R— »), und als 
Abbildung 1 + G,(j®), so spiegelt sich im Drehverhalten der Kurve um (0,0) die 
Anzahl der Nullstellen von 1 + G,(jo) (entspricht den Polen des geschlossenen 
Regelkreises) und die Anzahl der Pole von 1 + G,(j®) (entspricht den Polen des 


offenen Kreises). : 
jo 
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9.5 Das einfache Nyquist-Kriterium RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Das einfache Nyquist-Kriterium ist eine Vereinfachung des ausführlichen Nyquist- 
Kriteriums für asymptotisch stabiles oder einfach grenzstabiles Verhalten des 
offenen Regelkreises, d. h. für 


„=0o md u<2 
mit 
ro = Anzahl der Pole sn; des offenen Kreises rechts von jw 


Go = Auzahl der Pole sn,; des ollenen Kreises auf jw, 


wobei jedoch nur grenzstabile Pole in s = 0 zugelassen sind. 


Hinweis: derartige Systeme treten in der Praxis oft auf, und oftmals reicht daher 

das einfache Nyquist-Kriterium zur Stabilitätsanalyse aus. 

« Beispiele sind Kombinationen von PT,-Regelstrecken und PI/PID-Reglern, sowie 
IT„-Strecken und P/PD-Reglern. 


med Eee 
_9.5 Das einfache Nyquist-KriteriumI 702 _RWITHAACHEN 
UNIVERSITY 


Das einfache Nyquist-Kriterium fordert für Stabilität: 


2 0 für Go(s) stabil 
Azuı +G0w))=$5 für Go(s) I-Verhalten 
r für Go(s) Io-Verhalten 


stabil instabil 


In Worten: 

Ist der offene Regelkreis asympto- 
tisch stabil, so ist der ge- 
schlossene Regelkreis genau 
dann asymptotisch stabil, wenn 
die Ortskurve des offenen Regel- 
kreises G,(j®) den kritischen Punkt 
(-1, 0) weder umkreist noch 
durchdringt. 
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9.5 Beispiel: Dampfturbine mit Generator I RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Aufgabe: 

« Gegeben ist das folgende System zur „Stromerzeugung“ 

« Es ist eine Dampfturbine mit Generator und Drehzahlregelung 


« Skizzieren Sie die Ortskurve des offenen Regelkreises G,(j®) und analysieren 
Sie die Stabilität mit Hilfe des Nyquist-Kriteriums 


Dampf 
—— 
Oso1lt) Go(s) = PT; 
Verstärker, 
Regler, Ventil Turbine Generator 
Bsoı(S) + E (s) | I De) 
(s + | (s + 2 Dreh- G- + =; 
moment 
zu (S) 
med T ke] © S. Leonhardt, MedIT 9. Das Nyquist-Kriterium 37 


9.5 Beispiel: Dampfturbine mit Generator Il RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Lösung: 
« Beachte: das offene System ist stabil. 
« Beim Abfahren der imaginären Achse von »&=0 .. o (A-C) ergibt sich als 
Winkelbeitrag 


Aza + Hlw)) = -3:0° 


« Während sich die Bildfunktion G,(jo) von A’ nach C’ bewegt, ändert sich der 
Betrag von 50/3 bei o@=0 (A) auf Obeio—>»(C'). 


medil ie ng 
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9.5 Beispiel: Dampfturbine mit Generator Ill 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Die Abbildung 1 + G,(j®) kann auch analytisch untersucht werden 


für © = 0 ist G,(j®) = 500/30 = 50/3 und Z G,(j0) = 0° > dies ist der Startpunkt. 
Während » ansteigt, bleibt zunächst der Realanteil positiv und der Imaginäranteil negativ. 
bei @= x(30/14) wird der Realteil negativ. 
bei @= 43 wird der Imaginärteil positiv und die Ortskurve G,(j®) schneidet die reelle 
Achse. Der zugehörige Funktionswert Q’ = - 0.874 kann durch Einsetzen von ® = 43 in 
G,(j®) ermittelt werden. 
für > » gilt G,(@) = 500 j/w? = 0 bei einem Einfallswinkel in den Ursprung von -— 270° = 
90°. 

Im 


(-1,0) nicht N 


Go(jw) = 900 umkreist Go(jw) 
o(jw) = (s+1)(s+3)(s+ 10) |,_,, > stabil 
m N . 
(140? 430) + (130 < w®) n a 
(140? +30) — j(43w — w?) 
(1402 + 30)? + (43w — w3)? 
Er 1 SET ng 1107 — 
_9.5 Beispiel: Dampfturbine mit Generator VO RWNTHANCHEN 
UNIVERSITY 


Entlang des unendlich großen Halbkreises von C nach D rotiert der Zeiger 3x 180° 
im Uhrzeigersinn 


Daher rotiert G,(j®) 3x 180° entgegen des Uhrzeigersinns, von C’ nach D’. 


Analytisch kann man dies einsehen, indem man den Halbkreis C-D abbildet gemäß 


Gl) = 500 _ 500 
NIT OR_ 1-1) (R_3C39-2) (R_10c00-) 300 Z(-1 +93 4 8_ın) 
=0x Z- Rita rin) 


Die negative imaginäre Achse (D-A) kann abgebildet werden, indem man die bisherige 
Ortskurve an der reellen Achse spiegelt. 


Merke: G,(jo) ist eine achsensymmetrische Funktion. 


medil |&]os.teomare.meatt— 9. Das Nasen ao 
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9.5 Überprüfung mit MATLAB RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

> den = [114 43 30]; 

» sys = tf(500,den) Nyquist Diagram 

» nyquist(sys); U ZU 7 VE ur 

>» den_eq = [114 43 530]; «L 

>» roots(den_eq) 


ans = 


-13.6874 
-0.1563 + 6.2207i 
-0.1563 - 6.2207 


Imaginary Axis 


> stabil (aber nicht weit weg 
von der Stabilitätsgrenze ...) al 


L 


Auf der Kommandoebene tippen ee 8 


Sie Nyquist_1.m Beachte: der Befehl ‚nyquist“ zeichnet die 


Ortskurve G,(j0) für -o<o<+to ... 
'g © S. Leonhardt, MedIT 9. Das Nyquist-Kriterium 41 
medil &3 ya 


9.5 Amplituden- und Phasenrand I RWTHAACHEN 
a UNIVERSITY 


Aus dem einfachen Nyquist-Kriterium können auch Bedingungen für den sog. 
„Amplituden- und den Phasenrand' als Stabilitätskriterium abgeleitet werden. 


Definition: 
«- Der Amplitudenrand A,, (engl.: gain margin) Am 

Ara: Z{Go(jwp’)} = plwn’) = -180° Pe a 

1/\GoGwp’)| = Ara. ö 


lässt sich beim ersten Durchtritt der 
Ortskurve G,(jop ) durch die negativ 


reelle Achse ablesen. Für stabile > 
Regelkreise muss der Amplituden- Re 
rand größer als ’1’ sein. 
-1 
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9.5 Amplituden- und Phasenrand Il RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Der Phasenrand a,. wird auch „Phasenreserve“ genannt (engl.: phase margin) 


« Angenommen, die Ortskurve schneidet 
bei der Durchtrittsfrequenz o, erstmals 
den Einheitskreis um den Ursprung. 

Definition: Am 

« Der Phasenrand ar, istim mathe- Al 
matisch positiven Sinn der Winkel ü 
zwischen der negativ reellen Achse und 
dem Zeiger G,(j®p)- 


ara: \Gowo)|=1 
180° + {4{Go(jwn)} 
= 180° + plwp) = Rd 


« Bei positivem Phasenrand ist der ir = 
geschlossene Regelkreis stabil. ee er . 


« Maß für den Abstand der Ortskurve -1 
G,(jo) vom kritischen Punkt (-1,0). 
m ed T © S. Leonhardt, MedIT 9. Das Nyquist-Kriterium 43 
9.5 Amplituden- und Phasenrand Ill RWTHAACHEN 


UNIVERSITY 


Amplituden- und Phasenrand sind geeignete Kennwerte, um bei stabilem offenen 
Regelkreis schnell und bequem eine Stabilitätsaussage über den geschlossenen 
Regelkreis zu liefern. 


Darüber hinaus kann man eine relative Aussage zum Grad der Stabilität machen, 
also beispielsweise, wie weit man mit einem spezifischen Reglerentwurf von der 
Stabilitätsgrenze entfernt ist. 
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Nyquist-Kriterium 


9.5 Amplituden- und Phasenrand IV 


Amplituden- und Phasenrand lassen 
sich auch aus dem Bode-Diagramm 
ablesen. 


a) Als Amplitudenrand Az, wird der 
Abstand des Frequenzgangs G,(j@p ) 
beim Phasenwinkel „o,') = - 180° zu 
0 dB bezeichnet. 


« günstige Werte: 2,5 ... 10 
> 8...20 dB 


b) Der Phasenrand «,, ist der Ab- 
stand des Phasenganges von der 
-180°-Geraden bei der Durchtritts- 
frequenz w,, d.h. beim Durchgang der 
Amplitudenkennlinie durch die 0O-dB- 
Linie (|G,|=1). 

« günstige Werte: 30° ... 60° 


m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 


9.5 Beispiel 


Aufgabe: gegeben ist 
K 


20 


20 Ig [Sol 


20 log 
0 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Amplituden- 


0 dB rand Arad 


go 
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RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


(Gw)l) 


Benutzen Sie das Bode-Dia- 


20 dB/dec 


—— 


-40 dB/dec 


gramm, um den Stabilitäts- 
bereich für K zu bestimmen 


Lösung: 
« Beginne mit X =40 


-60 dB/dec 
-100 I — 
-120 I 
0. h 


I 10 100 


ale 


>? Go) jo>0 1 
« Aus dem Bode-Diagramm 


lesen wir ab: &,' = 7 rad/s 


—135°/dec I 


« Amplitudenrand A,ı= 20 dB 
(entspricht 10 x) 


« Daraus folgt: 0<K<400 
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Systemtheorie I 


9.5 Überprüfung mit Matlab I 


>» num=[40]; 
>» den = [111 38 40]; 
» sys = tf(num,den) 


Transfer function: 
40 


s”3+11s”2 +38 s +40 
>» nyquist(sys) 


Auf der Kommandoebene tippen Sie 
Nyquist_2.m for K= 40 


m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 


9.5 Überprüfung mit Matlab Il 


Imaginary Axis 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Nygquist Diagram 
T T T 


n 
-1 -0.8 -0.6 0.4 -0.2 {I} 0.2 0.4 0.8 0.8 1 
Real Axis 
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RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Auf der Kommandoebene tippen Sie Nyquist_3.m 


für X = 400 
> System wird instabil 
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Imaginary Axis 


K= 400 


Nyquist Diagram 


Real Axis 
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9.5 Überprüfung mit Matlab Ill RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Auf der Kommandoebene tippen Sie 


Amplitude_ Phasemargin_1.m 
K = 400 


Bode Diagram 


>» num=[40]; 20 7 
>» den = [111 38 40]; Oben 


» sys = tf(num,den); 8 zot 
>> bode(sys): ee 
>» grid = 

‚so } 
>» pause; 


> num=[400]; 
>» den = [111 38 40]; 


Si 

Li} 
>» sys = tf(num,den); 5 
>> bode(sys); S- 
>» grid 

10" 10° 10" 10° 
Frequency (rad/sec) 
'g © S. Leonhardt, MedIT 9. Das Nyquist-Kriterium 49 

medil ya 


9.5 Überprüfung mit Matlab IV RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Auf der Kommandoebene tippen Sie 
Amplitude_ Phasemargin_2.m 
Bode Diagram 
Gm = 5,53 dB (at 6.16 radisec) , Pr = 23.5 deg (at 4.51 radisec) 


| 


or 
8 
» K= 200; S 
u=} 
>» num = [K]; £ 
L} 
P3 


>» den = [1 11 38 40]; 
>> margin(tf(num,den)); 


Phase (deg) 


- } 1 2 
10 10 10 10 


Frequency (radisec) 
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Gliederung RIWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
9.1 Einleitung 
9.2 Konforme Abbildung 
9.3 Das allgemeine Nyaquist-Kriterium 
« Umgang mit imaginären Polstellen 
9.4 Was steckt dahinter? 
9.5 Das vereinfachte Nyquist-Kriterium 
« Phasenrand und Amplitudenrand 
« Darstellung im Bode-Diagramm 
9.6 Stabilitätsbereich mit Hilfe des Nyquist-Kriteriums 
9.6 Hausaufgaben 


m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 9. Das Nyaquist-Kriterium 51 


9.6 Stabilitätsbereich mit Hilfe des Nyquist-Kriteriums PRWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Aufgabe: Gegeben ist der folgende Regelkreis 
« Für welche Verstärkung wird der Kreis instabil? 


W(s) + E(s) K(s + 3)(s + 5) 
* (s -2)(s — 4) 
Lösung: 


« Wir verwenden das Nyaquist-Kriterium anstelle des Routh-Kriteriums ... 
« Beachte: Der offene Kreis hat zwei instabile Pole und 2 Nullstellen in der linken 


Halbebene. jo 
Bea Bm 
-5 -3 
medil ie nn 
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9.6 Stabilitätsbereich mit Hilfe des Nyquist-Kriteriums II RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Lösung: 
« Wegen r,= P=2 muss der kritische Punkt (-1,0) zweimal von der Ortskurve 
umfahren werden, damit das System stabil ist und r,=Z=0. 


« Eine Veränderung von K schiebt die Ortskurve vor oder hinter (-1,0) ... 


« Sofern die Ortskurve die negativ reelle Achse bei -1 schneidet, gibt G(jo) = - | 
uns die Frequenz, bei der das System grenzstabil ist. 


« Aber Vorsicht: © =\11 stimmt zwar, aber analytisch sehr aufwendige Rechnung 


s-Ebene G,(s)-Ebene 


medil ie I 


9.6 Überprüfung mit MATLAB RWWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Tippen Sie Nyquist_4.m. Variieren Sie K ... 

»den= [1-68]; 

> num=[1 8 15]; 

>» sys = tf(num,den) 


forK=0.5 


T- T 


Nyquist Diagram 
T T- 


Transfer function: 08! | 
s’2+8s+15 1 ie 


s”"2-6s+8 1 


>» nyquist(sys) 


Imaginary Axis 
} 
i 


»num_egq= [1815]; K= 1 
>» den_eq= [2 2 23]; 34 | 
>» roots(den_eq) 


ans = -08 + 4 


-0.5000 + 3.3541i % -0.8 6 24 -02 0 02 04 06 08 1 
-0.5000 - 3.3541i Real Axis 
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Gliederung RIWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
9.1 Einleitung 
9.2 Konforme Abbildung 
9.3 Das allgemeine Nyaquist-Kriterium 
« Umgang mit imaginären Polstellen 
9.4 Was steckt dahinter? 
9.5 Das vereinfachte Nyquist-Kriterium 
« Phasenrand und Amplitudenrand 
« Darstellung im Bode-Diagramm 
9.5 Stabilitätsbereich mit Hilfe des Nyquist-Kriteriums 
9.7 Hausaufgaben 


medil I seen nn 


9.7 Zum Nachlesen RWWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Hausaufgabe: 

« Lesen Sie dieses Kapitel im Skript ... 


Zum Weiterlesen: 

«  H. Unbehauen, „Regelungstechnik I“, 15. Auf- 
lage, Vieweg + Teubner Verlag, Wiesbaden, 
2008. 


Regelungstechnik | 


« Lesen Sie Kap. 6.4 STUDIUM 


Zum Üben (auf Englisch) 


«  http://www.engin.umich.edu/class/ctms 
/freg/freg.htm 


«  http://www.engin.umich.edu/class/ctms 
/freq/nyq.htm 
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10. Entwurf von Regelkreisen 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


n ed ıT Systemtheorie 1 


Prof. Dr.-Ing. Dr. med. S. Leonhardt 


Gliederung RWWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
10.1 Einleitung 
« Problemstellung - Forderungen an den Reglerentwurf 
10.2 Entwurf im Zeitbereich 
« Strukturstabile Regelkreise 
« Stabilitätsgebiete 
« Regler-Parameter-Optimierung 5, 


« Einstel Iregel n Uncompensated 
Lead 
10.3 Entwurf im Frequenzbereich: '?} Lag 


Frequenzkennlinienverfahren 
« P-, PD-, PI-, PID-Regler 
und Phasenkorrekturglieder 
10.4 Hausaufgaben 


Step Response 


Amplitude 


1 N 1 
fi 2 4 6 8 10 12 14 


1 L N 1 ı 


Time (sec) 


http://www.swarthmore.edu/NatSci/echeeve1/Class/e58/DL/htmi/lead_lag_03.png 
—————n a ee.-_-Ö[Ö[eb|Ö.|-.°SOÖSÖä<°-.”°.,,."OÖÄ 5° -„-„‚-_(Ö(pPDG,.,:5a ee 
m ed I | © S. Leonhardt, MedIT 10. Entwurf von Regelkreisen 2 


233 


Reglerentwurf Systemtheorie I 


10.1 Standardregelkreis RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Gegeben ist wieder der folgende Standardregelkreis 
Störgröße Z(s) 
Führungsgröße Regelgröße 


Ms) _E(s) Us) 4+ Y(s) 


_ _Go(s) Gs(s) 
I Ta TER 
EHE. Gs(s) 
na N a” 
Go(s) = Gr(s) :Gs(s) 
medil K3os.teomarımeat —__40.EnwurvonRegekreien —— 8 


10.1 Forderungen an die Regelung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Forderung 1: Stabilität des geschlossenen Regelkreises 

° Überprüfung des Amplituden- und Phasenrands von G,(io) 

« günstige Werte für Amplitudenrand A,.: 2,5...10 — 8dB...20 dB 

« günstige Werte für Phasenrand a;.: 30° ... 60° 


Forderung 2: Genügende stationäre Genauigkeit > möglichst geringe oder keine 
bleibende Regelabweichung 


« Wir erinnern uns: der stationäre Fehler ist 


W(s) 


een 


« Betrachte Sprung am Eingang: W(s) = 1/s 


1 
= Pa 1+ Go(s) 1+ Go(0) 


m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 10. Entwurf von Regelkreisen 4 
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10.1 Forderung 2: stationäre Genauigkeit RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Stationärer Fehler bei Sprung der Führungsgröße 


s 1 


W(s) = lim 


e(&0) —= lim s >01 +Go(s) Ss z 1 +Go(0) 


s>0 1-+ Go(s) 


— Verringerung des stationären Fehlers: 


GeO)t Se elm)) > |Go(O)| >> 1 


Annahme: sei G,(s) ein allgemeines Pl\DyTo-Glied. 


_ Ko I U+ sm) 


Go(s) M<EN+Q, K>0 
sY TT°ı+ sa) 
1 
Dann ist der stationäre Fehler: e(©) = —— ; N=0 > Ohne I-Verhalten: 
1+K Wähle K, >> 0 
mit I-Verhalten: ' | 
e(oo) = im ——y  ——— = lim [74 =) N =] 
0, ,_X& II (1+ sm) Zee) 
s TI +s7,) ä 
med ıT © S. Leonhardt, MedIT 10. Entwurf von Regelkreisen 5 
10.1 Stationärer Fehler für verschiedene Testsignale und RWTHAACHEN 
Systemtypen UNIVERSITY 
I-Anteil 


Systemtyp Stationärer Fehler e(&) für 


m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 10. Entwurf von Regelkreisen 6 


239 


Reglerentwurf Systemtheorie I 


10.1 Veränderungen des Verstärkungsfaktors RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Gegeben — 
Gr(jw) = Kr P-Regler 
E Ks 10 © 
Gs(jw) = ie 
1+7 1+T: 
(1+T3w)(1+ Tajw) Ga) 
mit K,=1,T,=1 sec, T, = 0,1 sec. S E R= 9 
O Ka=2 
f a 2 saloıbl Is 
Eine Vergrößerung des Verstärkungs- j Ei Er = S=R 
faktors K,:2 5 r Ban 
« vergrößert die Durchtrittsfrequenz 0.01 HU LH 4 
wp (1,7 sec > 4,5 sec'') ae ı! ı 10 z0o@lsec’] 
« verkleinert den Phasenrand ax4 = 
(Stabilitätsreserve) (110°>80°%) & o 
« vergrößert die Kreisverstärkung ® 
Ky =KrKs (2 > 5) > Addition 5 
der Asymptotenverläufe 5 BE 
« beeinflusst Phasenwinkel o,(®) & 
nicht -270 
med T © S. Leonhardt, MedIT 10. Entwurf von Regelkreisen 7 
10.1 Bode-Diagramm für PT, mit P-Regler RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Beispiel: ! Il 1 1111] 
° Gegeben ist Gr(s)=K, und Ki 
Gs(s) 
Ss = ZZ Fe 
“ (1+10s)(1+s)(1 +0,15) +07 20 
dB 
20 [0] 
«  Betrachte: 2 
[6] -20 
.)10 (20 dB) -20 - -40 
100 (40 dB) grenzstabil! 
Problem: - 2 
« hohes K reduziert Phasenrand arg 2. a 
o° 
! - 90° 
10° 
med ıT © S. Leonhardt, MedIT 10. Entwurf von Regelkreisen 8 
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10.1 Bode-Diagramm für PT; mit I-Regler RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Beispiel: K 
° Gegeben istnun G’R(s) = Es und 
G _ 1 
s() = + 105) + (1 +0,15) 


« Betrachte 


K- 10 (20dB) _ instabil! 
10,1 (-20 dB) stabil! 


Problem: 


«  |-Anteil erzwingt e(o) = 0, reduziert aber die 
Phase um -90° 


Beobachtung: bei Einsatz eines |I-Reglers wird 
der geschlossene Regelkreis bei einem 
kleineren X (hier ca. 1) instabil als bei 
Regelung mit einem P-Regler (K = 100)! 


m ed T © S. Leonhardt, MedIT 10. Entwurf von Regelkreisen 9 
_10.1 Forderungen an deRgung —_RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Forderung 1: Stabilität 
° Überprüfung des Amplituden- und Phasenrands von G,(i®) 


Forderung 2: Genügende stationäre Genauigkeit . 1 


«  Stationärer Fehler 


1 
« Testsignal Sprung: W(s) =1 A En 
Ay ea) IT Ton 


Forderung 3: Genügendes dynamisches Verhalten 
Gges(jw) : Überschwingen (D, %OS), Einstellzeit (Ts) 
> Go(jw) : Phasenrand op4 (D x 0,01 a. ), Durchtrittsfrequenz &p 
(Kommt später) 
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10.1 Approximation eines Regelkreises durch ein PT,- 


_10.1 Approximation eines Regelkreises durch ein PT, RWTHAACHEN 
Glied UNIVERSITY 
Erinnern wir uns an ein System zweiter Ordnung (vgl. Kapitel 5) 


BG) 


Überschwingweite %OS Toleranzband 


Anstiegszeit 


Überschwingzeit 


Einstellzeit 
med ıT © S. Leonhardt, MedIT 10. Entwurf von Regelkreisen 11 
10.1 Approximation eines Regelkreises durch ein PT,- RWTHAACHEN 
Glied II UNIVERSITY 


Es soll nun angenommen werden, dass der geschlossene Regelkreis sich durch ein 
schwingfähiges PT,-Glied approximieren lässt. 


« Wir beachten, dass ein PT,-Glied vollständig durch die Eigenfrequenz &, und 
die Dämpfung D charakterisiert wird. 

« Eine solche Approximation ist dann mit guter Näherung möglich, wenn der 
geschlossene Regelkreis ein dominierendes Polpaar besitzt 


“Aju [s=Ebene] 


dominierendes Da 
Polpaar ER 
en | 
in, 


Quelle: H. Unbehauen, Regelungstechnik I, Bild 8.3.2, p. 211. 
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Reglerentwurf 


10.1 Approximation eines Regelkreises durch ein PT,- 


Glied Ill 


Ein geschlossener Regelkreis, der in 
etwa eine solche Übergangsfunktion 
aufweist, besitzt gewöhnlich einen 
Frequenzgang mit einer Amplituden- 
überhöhung und einem darauf 
folgenden Abfall. 


Goes(8) = ——— 


iS 
oS 


 52+2Dwos + w2 


Frage: Wie bestimmt man 

« die Resonanzfrequenz w,. ? 

« die Amplitudenüberhöhung 
|Amaz (jwr)|ag 

« die Bandbreite wy ? 


m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 


10.1 Approximation eines Regelkreises durch ein PT,- 


Glied IV 


\Gges(jw)|aB 
A 


CHEN 
UNIVERSITY 


Asa (Gwr) laB 


Quelle: H. Unbehauen, Regelungstechnik I, Bild 8.3.1, p. 211. 


10. Entwurf von Regelkreisen 13 


CHEN 
UNIVERSITY 


Wir erinnern uns: die Übergangsfunktion (vgl. Kapitel 5) lautet 


No Ne (stv 1- D? wot) + 


e Dwot 
= 1 - —— 
v1-D? 
und die Gewichtsfunktion ist gegeben durch 
g wW 
g(t) = Rges(t) = or 


D2 


. 2 
ji wg 1-D 
j 
a dominierendes 


Polpaar —_ | 
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D 
Yı-D 


jo [=Ebene] 


sin(V1- D? x) 
. cos(Y1- D? wot - ') mit &' = sin”! (=) = sin !(D) 


. eDwot . gjn(y/1- D2 wot) 


Quelle: modifiziert nach H. Unbehauen, Regelungstechnik I, Bild 8.3.2, p. 211. 
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Systemtheorie I 


Reglerentwurf 
10.1 Bestimmung der Amplitudenüberhöhung I RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Aus Kapitel 5 wissen wir, dass ein schwingfähiges PT,-Glied folgenden 
Amplitudengang A(o) besitzt: 


K K 1 
G6)=7Z a; 5 
s®+2Duos+tw ww 35+2D£+1 
wo wWn 
K 1 K 1 2D 
el une 2 = (en =) 
w 5 DE w 3 2 en 
ee 
o 
=p(w) 


912 2 
> Alw)as = % Ig(K/w?) — 20 Ig ı — = + Bo 
wo = \\ -40 dB/Dek. 


med ıT © S. Leonhardt, MedIT 10. Entwurf von Regelkreisen 
10.1 Bestimmung der Amplitudenüberhöhung Il FONTHHLCHEN 
Aus K 1 Kı 
Aula — en m 
w 2 N 
. ‚I -2| +pe] (e) 


2 2 
A(w)maz z Alwr) => N?(w) ı — | = [22% = min. 
2 
- Se 5 
dw w=wr wo wo wo wo 


K 1 


> Wr =wovV1- 2D? und Amaz(w) = Alwr) = w2 " 2Dy1 - 2D2 
V 5 RE 


Beachte: Eine Amplitudenüberhöhung existiert somit nur fürO <D< 1/N2 = 0,707 
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10.1 Bandbreite eines Übertragungsgliedes RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Verzögerungsglieder mit Proportionalverhalten (PT, -, PT,- oder PT, - Glieder) 
besitzen insgesamt Tiefpasseigenschaften 

« Sie übertragen vorzugsweise tiefe Frequenzen, während hohe Frequenzen ent- 
sprechend dem stark abfallenden Amplitudengang abgeschwächt übertragen 
werden 

« Als Bandbreite o, bezeichnet man die Frequenz o,, bei der der Amplitudengang 
auf -3 dB abgefallen ist und diesen Wert nicht mehr übersteigt. 


Beachte: bei einem PT, - Glied gilt: Zur Erinnerung 
Wa = WoW 1- D2 


Wr <wg <wp 


\ Alw 
/ | Bandbreite 


Resonanz- 
frequenz Eigenfrequenz 


Wr =woyY1-2D? 


Quelle: H. Unbehauen, Regelungstechnik I, Bild 4.3.18, p. 106. 


med T © S. Leonhardt, MedIT 10. Entwurf von Regelkreisen 17 
10.1 Offener und geschlossener Regelkreis I RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Frage: Kann man die Stabilitätseigenschaften aus der Nyquist-Analyse zum Ent- 
wurf eines Regelkreises nutzen? 


__Gols) _ wo 
 1+Go(s) s?+2Dwos+ wg 


Sei weiterhin K= 1 und Gyes(s) 


Wir fragen uns: gibt es einen Zusammenhang zwischen Phasenrand qa,, und 
der Dämpfung D, den man zur Reglerauslegung nutzen kann? 


2 Gyes(8) wo Ko 1 
Lösung: ap 21 u BUUE VE EEE "Se SR 
Go(s) 1-Gges(s) 3:(s+2Dwo) s 1+Ts 


An der Durchtrittsfrequenz ist 


2 
w 
Go _— |— 0 _ 
|eoGwn)| Ar - (jwp + 2Dwo) 


Nach kurzer Zwischenrechnung kann man zeigen, dass 


-D _ s//aD4+1-3D2, 


0 


W 
med ıT © S. Leonhardt, MedIT 10. Entwurf von Regelkreisen 18 
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10.1 Offener und geschlossener Regelkreis Il RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Wird weiterhin gefordert, dass ©), < /T = 2.D @,, so ergibt sich 


yvAaD*:+1-2D?2<2D = D>0,42 


Das bedeutet, für D > 0,42 verläuft der Amplitudengang im Bereich der Durch- 
trittsfrequenz @,, mit — 20 dB/Dekade und erst ab © > //T mit -— 40 dB/Dekade. 
wo 
Jw x (jw + 2Dwo) 


IGo(jw)| = 


Gleichzeitig ist bei gegebenem 


Goliw) 
G = I ———— | 1 << 
| ges (w)| | 1 + Golw) w WD 
Goljw) . 
G =  ——— | |G >> 
IGges(iw)| Ei IGow)| w wD 
medil © S. Leonhardt, MedIT 10. Entwurf von Regelkreisen 19 


10.1 Amplitudengang des geschlossenen Regelkreises RWTHAACHEN 


UNIVERSITY 
Approximation des Amplitudengangs Ges (jw) 
„INTEL 
| ZEN Prey | [INN er = h + zz] 
| DI \Go(jw)| na wD 
A(o) 0 | 
dB 
- 40 sl w<<wp Q, UT 
oO —e 


Approximation der Übertragungsfunktion des geschlossenen Regelkreises im Bereich 
der Durchtrittsfrequenz @, 


1 -wpt Die Durchtrittsfrequenz entspricht der 


GaeslS) = ——— #0 ve 
ges(#) 1+s/wp dominanten Systemzeitkonstanten > enge 
Beziehung zur Schnelligkeit des Systems 
med ıT © S. Leonhardt, MedIT 10. Entwurf von Regelkreisen 20 
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10.1 Offener und geschlossener Regelkreis Ill RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
wo 


Über iw)| = 
| + De) 


und die Berechnung von o; lässt sich nun die 


Phase bestimmen zu 


7 _ı[ wo N _ı[ vvAD*+1-2D? 
ylwp) = , tan = tan 


2Dwo 2 2D 


Wegen ara = 180° + g(wp) (vgl. Kapitel 9) ergibt sich für den Phasenrand 


r en nn 
Ard=z tan m 


2D 


N 1 = 2D 
Mit tan 6 — 9) = — = Bean | 
2 tan /aD?+1-2D2 


medil een nz 
10.1 Phasenrand a,. und Dämpfungsgrad D RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
ergibt sich 
QORd = tan! „ a 5 0,01 apa / Grad 
VvaD°+1-2D2 P, 
0,8 
D 
0,6 
| 0,4 
0,2 
) 
0° 20° 40° 60° 80° 
—- ORd 
>» D=0,01 oRr1/Grad für0 sag < 70° 
medil 35er nn 
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10.1 Fazit: Forderungen an die Regelung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Forderung 1: Stabilität 
« Überprüfung des Amplituden- und Phasenrands von Goljw) 


Forderung 2: Genügende stationäre Genauigkeit 
)) 


« Stationärer Fehler e(o0) — lim lo eeer 
s— o(S 


« Testsignal Sprung: W (s) = 1/s, 


1 
= e(oo) = lim +0) Ircam 


Forderung 3: Genügendes dynamisches Verhalten 


| Gges(jw) :\Überschwingen (D, %OS), Einstellzeit 
-In (0,02y1-D2) 4 


1: 0.09 = — TR 
is Dwo Dwo 


 Go(jw) : Phasenrand az, (D x 0,01 ax, ), Durchtrittsfrequenz &p 


Dimensionierung der Regelung kann anhand von Go(jw) durchgeführt werden ! 


m ed T © S. Leonhardt, MedIT 10. Entwurf von Regelkreisen 23 


10.1 System 2. Ordnung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Überschwing- 
weite %OS 
zI 


Schnelligkeit des Systems 1 ®o 


Toleranzband 


ee Jvapır _ 2D2 
0 


! W 
3 4 7 
5 T sm Te —— 
> s, 0,02 D 
Anstiegszeit MT, » ! Dwo WOV 1- D?2 
1% T Ze Überschwingzeit 0 
m Einstellzeit T, 
Hp.kchng ieswerpress.com201002Irekrt. na 
Pe I. Kapitel 5 
Ara 20 vgl. Kapite 
s 70 —-D 1-D?2 
il En OS = e-?r/vi-D 100% 
je)} 
PR E50 
D = 0,0105, . 
| 2 30 
De 
3 20 
%OS 210 
| 
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 5 
Dämpfungsgrad D 
med I | © S. Leonhardt, MedIT 10. Entwurf von Regelkreisen 24 
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Gliederung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
10.1 Einleitung 
« Problemstellung — Forderungen an den Reglerentwurf 
10.2 Entwurf im Zeitbereich 
« Strukturstabile Regelkreise 
« Stabilitätsgebiete 
« Regler-Parameter-Optimierung 
« Einstellregeln 
10.3 Entwurf im Frequenzbereich: Frequenzkennlinienverfahren 
«  P-, PD-, PI-, PID-Regler und Phasenkorrekturglieder 


10.4 Hausaufgaben 


m ed T © S. Leonhardt, MedIT 10. Entwurf von Regelkreisen 25 


10.2 Entwurf im Zeitbereich RWNTHAACHEN 
EEE VE UNIVERSITY 


1. Welche Reglertypen müssen gewählt werden? 
a) Regelkreis muss stabilisierbar sein 
b) Regelgüteanforderungen müssen erfüllt sein 


Lineare Regler 


Parameteroptimierter Strukturoptimale Regler 


Regler Kompensations- Zustandsregler 
(P-, PI-, PID-Regler) Regler (siehe System- 
theorie II) 


2. Wie müssen die Reglerparameter eingestellt werden? 
« Strukturstabile Regelkreise 

«- Stabilitätsgebiete 

« Regelgütekriterien 

« Einstellregeln 
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10.2 Strukturstabile Regelkreise I RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Beispiel: 

« gegeben sei 

_ Ks 1 Kr 
leer Ga = Ka (1473) = me Ten) 
und 
PT; PI 


« Charakteristische Gleichung: 1 + Go(s) —( 


1 
-— : (T7s+1)=0, 


1 
3 MR 
Ten LT) Te 


sei nun: Ko = KrKs 


— TAT s®+(1+Ko)Tıs+ Ko =0, 
= ——— =. 


a2 aı ao 
med ıT © S. Leonhardt, MedIT 10. Entwurf von Regelkreisen 27 
10.2 Strukturstabile Regelkreise Il RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Hurwitz-Stabilitätskriterium: 
a) Nicht monoton instabil: a>ı0, a>—I, mw>o, 
b) Nicht oszillatorisch instabil: Da = a 0 | = e>0 
a2 ao 
Dı =qaı > 0 


« Hieraus folgt: 
ao>0: Ko>O0 und a >0: Tr >0 
a =(1+Ko)T >09 > Tr >0 und IHK >0 + Ko>-1 
mit Ko=KrKs 
resultierende Stabilitätsbedingungen: 


0O<Kou<& und O<T7r <& immer stabil! 
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10.2 Strukturstabile Regelkreise Ill RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Definition: 
« Ein Regelkreis ist strukturstabil, wenn die charakteristische Gleichung < 2. 
Ordnung ist und alle Koeffizienten gleiches Vorzeichen haben. 


« Dies ist der Fall u.a. für folgende Kombinationen: 


Regelstrecke |Regler 
P PA,PI 


«  Merke: bei allen anderen Kombinationen von Reglern und Regelstrecken muss 
man die Stabilität im Einzelnen prüfen! 
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10.2 Strukturstabile Regelkreise IV RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
a) I-Regelstrecke mit I-Regler 
1 1 
« Grenzstabl 14G(s)=1+ ee TT;®+0s+1=0 
ı1S LI 
’ 1 
312= TT grenzstabiles Verhalten 
147 
b) I,-Regelstrecke mit P-Regler 1 
« Beispiele: Hubschrauber im Gs(s) = T23? 
Schwebeflug (näherungsweise) K 
oder inverses Pendel Gr(s)=Kr > 1+460(s)=1+ ee =) 
1 


« grenzstabil 
T7s?+0s+KRr=0 = grenzstabiles Verhalten 


c) I,-Regelstrecke mit PD-Regler re et 1 Rn + Tops) = 0 
« Beispiel: Inverses Pendel Tıs 


« Stabil: der D-Anteil des Reglers 9 8 
erzeugt eine Dämpfung und Ts + KrIps+ Kr = 0 


stabilisiert den Regelkreis. 
au re ae rd u 
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10.2 Stabilitätsgebiete I RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Um die Stabilitätsgebiete der Reglerparameter zu bestimmen, geht man wie folgt 


vor: 
a) Prüfung auf monotone Instabilität (alle Koeffizienten > 0) 
b) Prüfung auf oszillatorische Instabilität und Berechnen der Stabilitätsgrenze 


Betrachte folgendes Beispiel: PT,-Regelstrecke mit P-Regler: 
KrKs 
(1+Ts)® 
s= ie in — (1 + Ko - 3T?w?) + iw(3T - T’w?) = 0 


1+Gls)=1+ el 4 DH PR 


3 
Sn +-Hl))=0 — Tal - rd) = 0 — > } 
5 9 e PRR:) . 
Rell+Gole))=0 — 1+K - Ti =0 — I+R.- 37° 75 = Ko-8=0 
— Korit =8 
Auf diese Weise lassen sich für viele Regler-Strecken-Kombinationen Bedingungen 
für Stabilität angeben! 
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10.2 Stabilitätsgebiete Il RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Stabilitätsgebiete für PT,-Regelstrecken mit OKrit 
P-Reglern über der Modellordnung rn 
Ks 
(1+ Ts)" 


Gs(s) = 


mit 
Ko=KrKs 


Stabilitätsgebiete für PT„Regelstrecken mit T, 


PI-Reglern: Fan. un, T [20 


Ti 
012345678 
Ko 
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10.2 Stabilitätsgebiete Ill RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
° Stabilitätsgebiete für PT „Regelstrecken mit 
PID-Reglern Kg 
s(s) = 
(1+ Ts)” 
1 
Gr(s) = Kg (14 —— + Tps 
ü Trs 
mit 
Tp 
7” I 


Stabilitätsgebiete für eine PT,Regelstrecke mit 
PID-Reglern 
« Der zusätzliche D-Anteil vergrößert das Stabilitätsgebiet 
und erlaubt deshalb größere Kreisverstärkungen K.. 


n 
G's(s) = AHTS% 


1 
Gr(s)=Kr (142, +70») mit 2 =0...4 


[) 
0123%456|7 89 ı10K 
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10.2 Regler-Parameter-Optimierung | RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Aufgabe: 

« Gegeben ist ein Regelgütekriterium. 


« Je größer der Gewichtungsfaktor r, desto größeres Gewicht haben 
Stellgrößenänderungen und desto größer ist die Dämpfung ... 


V = [[elt) +rAu?(t)] dt 
! 


Gesucht sind die optimalen Reglerparameter eines PI-Reglers für sprungförmige 
Änderung wft) = oft), so dass V(K,,T,) = Vin 


PI-Regler: t 
1 
y(t)=Kr|elt)+— Jena T 
Tr j 
0 
K, 
m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 10. Entwurf von Regelkreisen 34 
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10.2 Regler-Parameter-Optimierung Il RWNTHAACHEN 

UNIVERSITY 
Lösungsweg: Suche des Minimums von V(K,,T,) mit numerischen Optimierungs- 
verfahren (Hill-Climbing-, Gradientenverfahren) 


« Hierzu Simulation des Regelverhaltens 


ö SR „.Regel- 
W= oft) ifferenzen 
Ka 13 


u 
Stellab- 
weichungen 
AU 


Numerische Suche des Minimums: Eigenschaften: 

« Entsprechende Erweiterung auf n = ° genau + 
3 undn>3:-— Mehrdimensionale « sehr allgemein einsetzbar + 
Optimierung (Hyperflächen) « sehr rechenaufwendig - 


« genaues Regelstreckenmodell - 
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10.2 Einstellregeln für Reglerparameter RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Verfahren nach Ziegler-Nichols (1942): 
« Voraussetzung: insgesamt verzögerndes Streckenverhalten 
«  Approximation der Regelstrecke G(s) durch ein Totzeitglied und ein 
Verzögerungsglied 1. Ordnung (PT/;T}). 


- für viele industrielle Regelstrecken ausreichend, aber letztlich nur eine grobe 
Näherung. 


«- Alternativ wird der Regelkreis mit einem P-Regler durch Vergrößern des Ver- 
stärkungsfaktors an die Stabilitätsgrenze gebracht (Schwingversuch). 
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Reglerentwurf 


10.2 Einstellregeln nach Ziegler-Nichols 


Regelkreis mit P-Regler schliessen und die 

Verstärkung solange erhöhen, bis der Ausgang 

des Regelkreises bei konstantem Eingang eine 

Dauerschwingung mit der Periode T,, bei der 

Reglerverstärkung K,, „,, ausführt. t 


Der resultierende Regler kann ein P-, PI- oder 
PID-Regler sein 


Approximation 
mit PT;T, - Glied 


1 
Zur Nomenklatur: Gr(s)=Kp: ( + Ts + 1) 


m ed T © S. Leonhardt, MedIT 


Schwing- 


versuch 


Regler 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Tor 


Reglerparameter 
K,= 1/K,-T/T 
K,=0.9/K,- T/T,Tn = 3.33 -T, 
K,=12/K,:T/L,T, =2-7,T,=05-7 


K,=0.5- Kom 
K, = 0.45 - Kykrit, Tn = 0.85 - Tieie 
K,= 0.55 - Kyarie, Tu = 0.15 - Tieie 
Kp = 0.6: Kyarit, Ta = 0.5 - Tieit, T, = 0.125 - Tioie 


Quelle: http://de.wikipedia.org/wiki/Faustformelverfahren_ 
(Automatisierungstechnik) 
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10.2 Einstellregeln nach Chien, Hrones und Reswick (1952) RWTHAACHEN 


UNIVERSITY 


Erneut Approximation durch PT,T,-Glied 
Bestimmung von T,, T, und K, aus Sprungantwort 
Einstellregeln für Verstärkung K,, Nachstellzeit T, und Vorhaltezeit T, gemäß 


Tabelle: 
1 
Gr(s) =-Kp-|1+—- +T,s 
Trs 
sat Aperiodischer Regelverlauf Regelverlauf mit 20% Überschwingen 
egler 
s Störung Führung Störung Führung K, 
T, T T: | T, 
pP 1810.83: —2— [0.3-—I— 10.7: —3-|0.7- —I- 
Tu x K, Tu 2 K, T, # K, ih " K, 
T, 7: T, T, 
%0.6 9 _ 0.35- 2 _0.7- I _0.6- = 
PI 2 mi” K; Ta ä K; Tu Ks uE e K; 
1nl4-T, 12-7, sz 
| T: E | T, 
% 0.95 - 3 _0.6- 2 _—: 1,9: > —_|0.95- a 
5 TR, IR; Tu K; "RK, 
PID T t 
124-7, 1-7, IT, 1.35, ’ 
042-1, 05-7, 0.42-T, 047-T, T, T, . 
Quelle: http://de.wikipedia.org/wiki/Faustformelverfahren_(Automatisierungstechnik) Modifiziert nach http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/c/c9/Tutg.PNG 
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Gliederung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
10.1 Einleitung 
« Problemstellung — Forderungen an den Reglerentwurf 
10.2 Entwurf im Zeitbereich 
« Strukturstabile Regelkreise 
« Stabilitätsgebiete 
« Regler-Parameter-Optimierung 
« Einstellregeln 
10.3 Entwurf im Frequenzbereich: Frequenzkennlinienverfahren 
« P-, PD-, PI-, PID-Regler und Phasenkorrekturglieder 
10.4 Hausaufgaben 
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_10.3 Frequenzkennlinienverfahren 2 RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Untersuchung des Einflusses des Reglerkennlinienverlaufs G,(j®) auf G,(j@) im 
Bode-Diagramm 


Betrachte PI-Regler 
« Struktur 


[Pl 
B> u) 

ut 

0 
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« Parameter: Kr; T 
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10.3 PI-Regler im Bode-Diagramm RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
T 60 
A(o) Kr 


-180 


-270 - 
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10.3 PI-Regler im Bode-Diagramm RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
4 60 K 11 
Ao) r 
K 
Gr(s) = nn: +57 
u 01 0,1 1 10 ot > 9 
T 0 
po) 
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10.3 Beispiel 1: PT,-Glied + idealer Pl-Regler RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Gegeben sei eine Regelstrecke 2. Ordnung mit idealem PI-Regler 


Grl)= —Ü+tsr) und Gsls) = (1 + 2s)(1 + 0,335) 


Reglerauslegung: folgende Bedingungen sollen erfüllt werden 
1) Stationärer Fehler e(») = O für sprungförmige Führungsgröße 
2) Weniger als 10 % Überschwingen 
3) Einstellzeit T, 54, < 3 sec 


Beachte: 


Das Glied mit der größten Zeitkonstante T, = 2 sec verursacht schon bei tiefen 
Frequenzen eine Phasenabsenkung. 


> Wähle ı = größte Zeitkonstante T, = 2 sec, um Phasendrehung und die 
Durchtrittsfrequenz in den oberen Frequenzbereich zu verschieben. 


KıKr 
> Gole) = I — 
Merke: s(1+ 0,33s) 
Eine solche Kompensation von Zeitkonstanten ist nur für stabile Systeme 
erlaubt. 
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10.3 Beispiel 1: PT,-Glied + idealer Pl-Regler RWNTHAACHEN 


UNIVERSITY 


« Erste Bedingung: e(») = O wird erfüllt durch Wahl eines PI-Reglers. 
— ist festgelegt, X, fehlt noch. 


° Zweite Bedingung: aus Kapitel 5 wissen wir: %OS = e"?"/v1-D° 100% 


=> D= 1 SR = Ari im Bode-Diagramm 
ı BE SEBEESEE EEE; ae suchen ... 
In? (%OS/100%) 
vgl. S. 22 
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10.3 Beispiel 1: PT,-Glied + idealer Pl-Regler RWTHAACHEN 
5 UNIVERSITY 
-23,5 dB PR I K2=1 
| di K,=15 (s) Kı 
sı= 
el 112 9 (1+2s)(1+ 0,335) 
KıKazı . 1 | _Kıkn Kıkn 
zZ Lessles seite. 1/0,33 Col) = 571 +0,335) 
Eu = i Mm a 
0 S 
-20 en N 
a 0,1 1 10 N) — 100 
r° TFHr-__ 
o(0) Hr] 
-90 m - = 
-180 
-270 
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10.3 Beispiel 1: PT,-Glied + idealer Pl-Regler RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
ne BEnEN 
A(o) _ 1 R 
a Go) = 51 40,335) 
0.dB für" 
KıKa=1 
= [0] 
-20 
er 0,1 1 : 10 0) = 100 
> 
K0)) 
90 : 
-270 
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Reglerentwurf 


10.3 Beispiel 1: PT,-Glied + idealer Pl-Regler RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


4 
A(o) . ir 
0 Go) = 51 40,335 
0 dB für” 
KıKa=1 
— [0] 


5 0.07 100 
v 
p(o) 
-90 
a 0,1(1+2s) — 
Gr(s) = a 
-270 | 
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10.3 Beispiel 1: PT,-Glied + idealer Pl-Regler RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


° Zweite Bedingung: aus Kapitel 5 wissen wir: %0S = e ?r/vi-D? , 100% 


l 
> D= De el > arr60° — wo=15 
+ m°7%037100%) vgl. S. 22 aus Bode-Diagramm 


* Notwendige Verstärkung K,Kr = 35B=e1l5 + Kl =ßl 
aus Bode-Diagramm 


« Dritte Bedingung: in Kapitel 5 haben wir gelernt 
In (0, 02v1-D?) 4 


l — Dwot 
—— “= 0,02 — _T — rg 
V 1- D2 z an Dwo Dwo 
I me re) „& 
vı-D? 5 z Dun ” Div 
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10.3 Beispiel 1: PT,-Glied + idealer Pl-Regler RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
« Nun ist ıÄR 
RL 
s(1+s7}) s? + Eu s+ Aka 
Ta 2 
— 
=2Dwo 


« Der geschlossene Regelkreis ist ein System zweiter Ordnung 


In (0,05v1=DP) 3 _923 en 


ni Ze Dwo wo 


Ergebnis: 15 


Für das PT,-System Gs(s) = (+ 2s)(1 + 0,336) werden die Bedingungen 


11+2 
erfüllt mit dem PI-Regler G’r(s) = al 
6} 
BI 1,5 
er offene Kreis ist Go(s) s(1 +0,33) 
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10.3 Beispiel 2: PT,-Glied + idealer Pl-Regler RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Gegeben ist das folgende System 
Kril 15 
Gl tr, 
s (1+0,3s)(1+0,2s)(1+ 0,055) 


Aufgabe: 
«- Finden Sie einen geeigneten PI-Regler! 
« Wähle wieder ı = 0,3 > Kompensation des niederfrequentesten Pols 


Kr 15 


Gols) = (1 +0,2s)(1 + 0,055) 


Gewünschter Phasenrand 


and = 60° — suche passendes Kr im Bode-Diagramm 
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10.3 Beispiel 2: PT,-Glied + idealer Pl-Regler RWNTHAACHEN 
T=0,3 UNIVERSITY 
rt” (e) | 15 
A 3) = 
oe . s  (LE08s)(1 +0,2s)(1 + 0,055) 
BEE | 
„, 0 4B-Linie wu2 | 
w Merke: die Kompensation 
ke 1/0.05 |_|, Von Zeitkonstanten ist nur 
— K,=043 " 
I für stabile Systeme erlaubt 
-20 | 
| 
40 | 
0,1 1 f 10 100 o> 1000 
1 
p(o) 1 
-90 1 
2600 
-180 rd ey z = 
-270 
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10.3 Beispiel 2: PT,-Glied + idealer Pl-Regler RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Le 6) 15Kr 1 
A(o) 05) = 
us 5 1+0,2s)(1+0, rn 
„„ PdB-Linie” 2 | 
u Merke: die Kompensation 
"WeoB von Zeitkonstanten ist nur 
01x =043 1/0,05 . 
Re für stabile Systeme erlaubt 
-20 | 
-40 | 
0,1 1 I 10 100 o> 1000 
\ () 1 
| 
p(o) 1 
-90 1 
-180 n Rd” 202 | 
-270 
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10.3 Beispiel 2: PT,-Glied + idealer Pl-Regler RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Für das gegebene System 
 Krll+rs) 15 
a 5 (1+0,3s)(1+0,2s)(1 + 0,055) 
ergibt sich folgende 
Lösung: 
« Phasenand aprı=60° — Kr=-18dB=0,13 
«  Resultierende PI-Regler-Übertragungsfunktion 
1+0,3 
Gr(s) =0,13- —— 
med ıT © S. Leonhardt, MedIT 10. Entwurf von Regelkreisen 53 
10.3 Phasenkorrekturglieder RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Wir betrachten zunächst das phasenabsenkende Übertragungsglied (Lag-Glied) 


1+7rs 


G = Kr— —— ,a>|l 

a(s) ui +QaTs ” 

Beachte: 

- es handelt sich um ein spezielles 
PDT, - Glied 


- dieses Glied erinnert an einen „realen“ 


PI-Regler (nichtidealer Pl > NPI) ... 


Parameter: Kr; T; «a 


« Regler mit einer solchen Übertragungsfunktion werden häufig in rückgekoppel- 
ten elektronischen Schaltungen (z.B. OP-Schaltungen) eingesetzt und dann als 
„Kompensationsnetzwerke“ bezeichnet ... 


« Von manchen Autoren werden derartige Kompensationsglieder auch als lag- 
lead-Kompensationsglieder bezeichnet (siehe p. 67 ff.) 


m ed T © S. Leonhardt, MedIT 10. Entwurf von Regelkreisen 54 


259 


Reglerentwurf Systemtheorie I 


_10.3 phasenabsenkendes Übertragungsglied (Lag-Glied) RWTHAACHEN 


IBIınPNnDrTY 


r Kr I+rs 
m. U: 1: Lag-Gli 
Ao) Gr(s) z (i+sr) Gr(s) Ryan; @> 1: Leg Glie 


fs 


] 
! 


D® 


20 log(K.) 


r 20 log 1/a 
20 log(Kzl/a) > Y 


1 1lar Ti o> 


-180 


-270 


1 Nat Tr 
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_10.3 phasenabsenkendes Übertragungsglied (Lag-Glied) RWTHAACHEN 


ıIBnenemYy 


T K 1l+rTs 
R : 
Gr(s) = —(1+sr!}Gr(s)=K ;a>1; Lag-Glie 
A) |ORLs) „ur Rs) = KrT zo grs 8 
20 log(Kr) I 
r 20 log 1/a 
20 log(Krla) > Y 
1 1lar Til o> 
vr 
po) 
-90 u 
-180 
-270 
1 lat Tr 
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10.3 phasenabsenkendes Übertragungsglied (Lag-Glied) RWTHANCHEN 
SEEN UNIVERSITY 
Dimensionierung: 


« Bestimmung von | X, |so, dass stationärer Fehler innerhalb der Fehlertoleranz 
1 || 

I, = li W — li ne W li t. 

a) = NT GER()C)" Te KrG(s)" reg 


«  Aufzeichnen von |KrG‘(s)|im Bode-Diagramm 
«- Durchtrittsfrequenz \wp bei ara + 5°| einzeichnen. + 5° zur Berücksichtigung 
des NPis. 


« Nullstelle von G,(s) bei |1/r = 0, lwp| festlegen. Begründung: weit links von 


@p, um das Reglerverhalten im Bereich der Durchtrittsfrequenz wenig zu 
beeinflussen 


° _ aergibt sich dann aus | |G(wp)|Kr/a=1 & a= |G(wp)|Kr | 


« Der Pol von G,(s) liegt dann bei | s = -1/ar = —OQ,lwp/a 
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10.3 Beispiel 3: IT,-Glied mit Lag-Kompensation I RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Gegeben sei das System X 
Glas) — -Gli 
= +0,59) IT,-Glied 
Vorgaben: 
°- Rampenfehler e(&) = 0,05 Zum Zeichnen wähle K = 1 
« Phasenrand QArRd = 45° 
Berechnungen: 
ı e(o0) = lim 2 lim 2 2 
— Ir = S — - 
AIR) EIHRR 
1 
— = 0,05 
Kr'K 


> Kr:-K=%0 + 20:log(Kr:K) = 26,02 dB 
2. Bestimmung der Durchtrittsfrequenz o, im Bode-Diagramm. Hier: &9 = 1,5. 


3. Wähle die Nullstelle des Reglers 1/7= 0,1 o9 = 0,15. 
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10.3 Beispiel 3: IT,-Glied mit Lag-Kompensation Il 


IBIınNDNDErTY 


1° 20 
Ente) = ara 059 
60 BEN Ic : i 1. 
S G(s) = 
40 re nu sl +0,58) 
20 SHE 
ET Peil T22faB 
0 Fr bı 
ZU 
er : i Fe | 
0,01 0,012=1/at 0,1 0,15=1/r : 1,5=0@9 0 100 
1 0 A 
OK) 
e—r—T- 
ale 7 ORT 450+50 
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10.3 Beispiel 3: IT,-Glied mit Lag-Kompensation Ill RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


4. \Wähle die notwendige Dämpfung bei op: diese beträgt -22 dB. K,, ist ausge- 
klammert und schon festgelegt. Dies führt zu 
1 22 


-22dB=Wlogll/a) > in > &=25 


[SIG 


5. Der Pol des nichtidealen PI-Reglers liegt bei 
s= -1/ar = -0, lup/a = -0,012 


6. Der gesamte nichtideale Pl-Regler (Lag-Kompensator) ist gegeben durch 


0 1+ 055 
Gab) = RT, 
Kl+ 0,012° 
7. Die offene Strecke ist 
20 1+6,7s K 20 -(1+6,75) 


Go) ER): A) =" Trgas 3-(1+0,55) 3-1 +0,55). (14845) 
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10.3 System mit schlechter Dämpfung RWTHAACHEN 
| | UNIVERSITY 
Gesucht: Regler mit Phasen- 
voreilung, um Phasenrand zu 
_ı vergrößern, ohne das System 
langsamer zu machen ... 

> sog. Lead-Glied 

> Keine Verschiebung von @p 


Bessere Dämpfung (= größerer Phasenrand) 
mit P oder Pl » System langsamer 


-90 
0) 
- 180° | | 
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10.3 phasenanhebendes Übertragungsglied (Lead-Glied) RWTHANCHEN 
IINIVFRSITY 
> Gr(s) = Kr(1+Tps) , idealer PD-Regler 
[0) | | 
| 1 T 
Gr(s) = De a>1, Lead-Glied 


-180 


m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 10. Entwurf von Regelkreisen 62 


263 


Reglerentwurf Systemtheorie I 


10.3 phasenanhebendes Übertragungsglied (Lead-Glied) RWTHAACHEN 


Beachte: 


UNIVERSITY 
Idealer PD-Regler 


Gr(s)=Kr:(1+Tps) 


es handelt sich erneut um ein 
spezielles PDT,-Glied 

dieses Glied erinnert an einen „realen“ 
PD-Regler (nichtidealer PD > NPD) ... 


D + Tiefpass 
Parameter: Kr; T; @ 
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10.3 Dimensionierung des Lead-Übertragungsgliedes RWTHAACHEN 


UNIVERSITY 
1. Bestimmung von so, dass stationärer Fehler innerhalb der Fehlertoleranz 
1 1 
Dre ea 
2. Aufzeichnen von X,G(s) 
Bestimmung des Phasenrands| az, und der : 
zusätzlich notwendigen Phasenvoreilung ! “rn 
(zuzüglich 5° Reserve) BA 60° -- 
3. Bestimmung | «zu Pag gemäß vg 
20° 
| II | | 
4. Die Frequenz, bei der IKrG(jo)| =-10 log a dB En 2 4 6 8 10 12 14 1618 20 
beträgt, ist die neue Durchtrittsfrequenz op a— 
(und, per Konstruktion, = @yMitte) Abbildung 7.13: Phasenvoreilung Podd = aresin 2 
1 WD 1 
Pol:| — =wpy@a Nullstelle: | —— = — wMitte = A/ZD = —— 
5. Man überprüfe den resultierenden Phasenrand ars, und wiederhole gegebenen- 
falls die Dimensionierung mit einem geeigneteren «a 
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10.3 Beispiel 4: Lead-Kompensation RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
1402359 dB = 62.5 Aus 
G — 
u 1) s(1+s)(1+ 0,25) 
EFFFFEFFEIFERER TesleeTale: RER TERBRRRR 
H rtmt77 PITT 
: = (| [|| 
Ayso=8,75dB | | I] |] | III] 
 s(L+s)(L+0,2s)1+ 
-40 
au @p=2,D 
© Mn peremrrtsnrensnennnnnn a 0 FE 10 > 1006 
4 ERS ETL 1. Liu S TUNESIEN UUEER VERNEERFE DOREEN un. EEE 
p(o) 
-180 
Ord Org 90° ann 
-270 | 
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10.3 Beispiel 4: Lead-Kompensation RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Ina 6,25 
G = - 
nn LE ENETTN 
IM a 6,25 #335 
>] Go(s) = = 
PIE IORROREDER NDR WEM IR I IN IL | A sl+s) 1 +0,22) 145 
T 
A,..=10,8 dB 
-20 
-40 
er 1 1 op-4 3 10 10 0 1000 
A 0 
p(o) 
ARa40° lan. 
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10.3 Lag-Lead-Kompensation (realer PID-Regler) RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
T I LEI E7 I } SEE) TEE (EEE DE I Ta I T T Me mE TE Ei T 
1+ Tas 
A(o) Gr(s) = Zu +T: I [6] > L; Tı > 8T5 
20 log ß 
20 log (KRT}; )>I! 
717; TPBT; T1T, 0 
4” 
(0) 
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10.3 Dimensionierung des realen PID-Reglers RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
1. Bestimmung von A,|so, dass der stationäre Fehler innerhalb der Fehlertoleranz 
liegt 
1 
FE 9, ma 


Ss 


Hinweis: Gr(s > 0) = Kr/s 


2. Aufzeichnen von |X,G(s)| im Bodediagramm, Bestimmung des Phasenrands arg 
und der zusätzlich notwendigen Phasenvoreilung|Qaca] 


1 1 
3. Bestimmung| p |zu Pag aus| Fig. 7.13) (8= a), wp = wm = BT; em VBwn 
2 2 


4. Da o, Im ansteigenden Teil des Amplitudengangs liegt, ist 


1 1 1 

ES Beer 
wD>r un 7, eD> (375) IGr(s = jwp)| rTı8 Tawp RTı VB 
1/78 


1 
_ |Kr@Gwn)IvB 
>» Jetzt Amplituden- und Phasenanhebung bei o, unabhängig einstellbar. 
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10.3 Fazit zu Kompensationsgliedern RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Phasenabsenkendes (Amplitudenabsenkendes) Korrekturglied 
(Lag-Kompensation) 


I+lnw „ 
f = — T T 
Erw) mu mit (Tp < Tv) 
Beispiel: 

Kas3 

Tp = 20 sec 
Tv = 50 sec 

Time (sec.) 
PDT,-Glied 


Strecke: PT,-Glied 
1 


Gs(s) u (1 + Tıs) . (1 + Ts) 


mit 7 =1sec, 73 = 0,1 sec 
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10.3 Ergebnis RWNTHAACHEN 
oo  _ WNIVERSITY 


P-Regler mit phasenabsenkendem 
Korrekturglied im Vergleich zum 
P-Regler: 

« senkt die Durchtrittsfrequenz wo 
(4,6 sec’! > 1,7 sec’) 

« vergrößert den Phasenrand a,, etwas 
(80° > 110°) 

« ändert die Kreisverstärkung K, nicht 


Ein phasenabsenkendes Korrektur- 
glied reduziert frequenzabhängig 
den Amplitudengang 

« Es bewirkt eine negative Phasenver- 
schiebung und wird deshalb im 
Bereich niedriger Kreisfrequenzen in 
großem Abstand von der Durchtritts- 


Phasenwinkel p(®) 


frequenz w, eingesetzt, damit die -90 I Au H 
Stabilitätseigenschaften nicht Yrl| Ps 
verschlechtert werden. -180 | 
« Es beeinflußt dann primär das 
stationäre Verhalten 298 
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10.3 Fazit zu Kompensationsgliedern 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Phasenanhebendes Korrekturglied (Lead-Kompensation): 


Durch Korrekturglieder kann der Frequenzgang G,(jo) in bestimmten 
Frequenzbereichen beeinflusst werden. 


Gegeben sei 
Igel) = GRÜ)CRÜW) 
mit 1+ Tpjw 


= t(Tp>T 
Ir (IDp>Ty) 


Erw) 


2 3 
Time (sec.) 


Gr(jw) = Kr  (P-Regler) 
ins PDT,-Glied 
Kr=5; Tp = 0,33sec; Ty = O,1lsec 


Ks 
Gs(jw) = — — mit Ks =1; Tı = 1sec; Ta = 0, 1sec 
Tram an 
med T © S. Leonhardt, MedIT 10. Entwurf von Regelkreisen 71 
10.3 Ergebnis RWNTHAACHEN 
100 VERSITY 
P-Regler mit phasenanhebendem IG: | 
Korrekturglied im Vergleich zum 1 . 
reinen P-Regler: ICH 
ı0 O_R 
« vergrößert die Durchtrittsfrequenz H 


wn (4,5 > 8,6 sec!) 
vergrößert den Phasenrand a,, (im 
konkreten Fall 80° > 86°) 


ändert die Kreisverstärkung K, = Kr 


G(o)| 


Ks nicht 1 "e 
o.ı1 Ss 
Merke: 1 BE : 
Eine Phasenanhebung in der 1 
Nähe der Durchtrittsfrequenz wy 0.01 net 
hat im allgemeinen folgende N I o ıbo 
Effekte: S Ma 
« vergrößert die Stabilitätsreserve € o. 
« verringert das Überschwingen 1 
= er 
der Regelgröße Eu 
2 P5||||| 4 Ag 
2 ı 
= -180 1 5 
A 
-270 
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10.3 Einfluss der Kennwerte des Frequenzgangs G,(jiw) RWTHAACHEN 
des offenen Regelkreises auf den geschlossenen UNIVERSITY 
Regelkreis 


1. Die Stabilitätsreserve (Abstand zur Stabilitätsgrenze) wird durch 
« __Phasenrand ( Phasenreserve) Q,« 
«-  Amplitudenrand (Amplitudenreserve) A, 
relativ zum kritischen Punkt (-1,j0) beschrieben. 


2. Die Kreisverstärkung G,(0) = lim, Go(jw) beeinflusst das statische 
Verhalten (Verhalten bei sehr kleinen Frequenzen) und damit die bleibende 
Regeldifferenz lim,_,. e(t) nach sprungförmiger Änderung der 
Führungsgröße. 


3. Die Durchtrittsfrequenz w, (engl.: crossover frequency) erhält man bei 
\Go(jwp)| = 1. Damit wird beschrieben, ab welcher Frequenz |Go(jwnp)| < 1 
wird. 


« Das heißt, oberhalb von w, wird eine harmonische Schwingung beim Durchlaufen 
des Reglers und der Regelstrecke in ihrer Amplitude verkleinert (um die Gesamt- 
wirkung zu betrachten, müsste noch die Phasendrehung berücksichtigt werden). 


« Damit ist auch die Durchtrittsfrequenz w, ein Maß für die Bandbreite 0 <  < &) von 
G,(j®) (i.e. “Durchlaßbereich” von harmonischen Schwingungen). 
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10.3 Einfluss der Kennwerte des Frequenzgangs G,(jw) RWTHAACHEN 
des offenen Regelkreises auf den geschlossenen UNIVERSITY 
Regelkreis 


« Dieser steht im Zusammenhang mit der Bandbreite des geschlossenen Regel- 
kreises. 


« In der Regel wird mit größerer Durchtrittsfrequenz w, die Anstiegszeit (Anregelzeit, 
“Schnelligkeit” der Antwort) des geschlossenen Regelkreises bei einem 
Führungsgrößensprung kleiner, aber die Überschwingweite größer. 


4. Eine Phasenanhebung in der Nähe von w, bewirkt im allgemeinen: 
« Vergrößerung der Stabilitätsreserve 
« Verringerung des Überschwingens der Regelgröße 

5. Eine Phasenabsenkung hat im allgemeinen folgende Effekte: 
«  Amplitudengang wird abgesenkt und damit w, verringert 
« verkleinert die Stabilitätsreserve 

6. Der Amplitudengang |Go(jwn)| soll im Bereich der Durchtrittsfrequenz mit 
etwa 20 dB / Dekade abfallen. Dann ist der Phasenrand im gewünschten 
Bereich von 0° - 90°. 
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Gliederung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
10.1 Einleitung 
« Problemstellung — Forderungen an den Reglerentwurf 
10.2 Entwurf im Zeitbereich 
« Strukturstabile Regelkreise 
« Stabilitätsgebiete 
«  Regler-Parameter-Optimierung 
« Einstellregeln 
10.3 Entwurf im Frequenzbereich: Frequenzkennlinienverfahren 
« P-, PD-, Pl- und PID-Regler und Phasenkorrekturglieder 
10.4 Hausaufgaben 
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10.4 Zum Nachlesen RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Hausaufgabe: 

« Wiederholen Sie dieses Skript ... 


Regelungstechnik | 


Zum Weiterlesen: 


« NH. Unbehauen, „Regelungstechnik |“, 
15. Auflage, Vieweg + Teubner Verlag, 
Wiesbaden, 2008. 


- Lesen Sie Kap. 8 STUDIUM 


Zum Üben (auf Englisch) 


«e http://www.engin.umich.edu/class 
/ctms/freg/freg.htm 


m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 10. Entwurf von Regelkreisen 76 


270 


Systemtheorie I Kaskadenregelung 


11. Kaskadenregelung und 
Störgrößenaufschaltung 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
med ıT Systemtheorie 1 


Prof. Dr.-Ing. Dr. med. S. Leonhardt 


„Gliederung ___ RÜNTEACHEN 


11.1 Kaskadenregelung: Kombination innerer und äußerer Regelung 
Grundprinzip 
Dimensionierung 
Beispiel 

11.2 Störgrößenaufschaltung 


Verbesserung der Regelung durch Messung der Störgröße (falls die Störgröße 
messbar ist) 


11.3 Zusammenfassung und Hausaufgabe 
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Kaskadenregelung Systemtheorie I 


11.1 Kaskadenregelung RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Innerer Regelkreis Sale ) Regelstrecke 
nn 1 


Gleichungen 
Innerer Kreis 
Yıls) _ ie Grils)Gils) 
wi) IT I4GnlT) ME Gil) = Erils)Gils)Gmils) 


Äußerer Kreis 
Y.(s) B Gkals)Gri(s)Ga($) 
W.(s) 1+Go(s) 


mit Go(s) = Gka(s)Gri(s)Ga(s)G mals) 
m ed T © S. Leonhardt, MedIT 11. Kaskadenregelung und Störgrößenaufschaltung 3 


11.1 Kaskadenregelung RWNTHAACHEN 
a  —— WNIVERSITY 


„INnEBEN Regelkreis Sale S) Edel 


Gka(s)Ga($s) 
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Systemtheorie I Kaskadenregelung 


11.1 Kaskadenregelung RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Le 


Gmi(s) 
GkKa(s)Ga(s) 


Gma(s) + 


Einfache Regelung prinzipiell äquivalent! 


Gründe für Kaskadenregelung: 
«  Geringerer Einfluss von Abweichungen in G_(s) (Messfehler, Parameterdrift) 
— Niedrige Durchtrittsfrequenz von G (s) 
«  Getrennte Dimensionierung leichter durchzuführen 
°  Nichtlinearitäten 
« Eingrenzung des Einflusses von Nichtlinearitäten 
« Einfache Regelung nicht mehr äquivalent 


m ed T © S. Leonhardt, MedIT 11. Kaskadenregelung und Störgrößenaufschaltung 5 
11.1 Kaskadenregelung: Beispiel RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Beispiel: 
« Konstant erregter Gleichstrommotor N 


a Ra La > ) 


— 0 Ha > 
> 2 a M,M;,J 
© © 
Modellbildung Ar 
«  Ankerstromkreis Un= Ralat Lay +; 
«  Induktionsgleichung U, = CrüoN 
dN 
« Momenten-Gleichung M-MLı= Im 
j c 
« Energieerhaltung I NM=UL, & M= 5, bola 
(+ Einsetzen der Induktionsgl.) Pr P. 


Lastmoment M,, Trägheitsmoment J, Motorkonstante wo, 
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Kaskadenregelung 


Systemtheorie I 


11.1 Beispiel Kaskadenregelung: Gleichungen RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Normierung der physikalischen, Einheiten-behafteten Größen auf 

« Nennankerspannung U „ 

« Nennankerstrom 7, 

« Nennmoment M,, 


« Nenndrehzahl N, 


Damit lauten die 4 Motor-Gleichungen in bezogener, Einheiten-unabhängiger 
Schreibweise 


U,„=RlatL Ua gr. = Ua _ Ralan | Ja Lalan  d (=) U; 
[07 a+Qa [07 t % Far 


d UN u UaN Jan Un dt UsN 


U; _CboNn N 
Ran "Un Un Nm 


M-Mı ®nJ-Ny d/{N 
Mel ae en ( ) 


dt Mn Mn dt 


G M CVola Ia 
M = <—rboln u _M__ Cvdlan 
27 Mn 2nMn Jan 


m ed I | © S. Leonhardt, MedIT 11. Kaskadenregelung und Störgrößenaufschaltung 


11.1 Beispiel Kaskadenregelung: Gleichungen ___RWTHAACHEN 


UNIVERSITY 
Seiu,=U,/Uyi=L/Ln und n=N/N,. 


O%bol, 
Normiere M / M, und M, /M, zusätzlich durch beidseitige Division durch Yolan 


2ı7MNn 
Sei dann a > m-— mr und Es I La 
i Zr U Tools = 
Mn az MN rn Jan 
IanR An?JN Cı%oN L 
Mit Kı = aN 4 een ns FEN a 
U,N Cholan UaN @ 
lauten dann die Motor-Gleichungen in normierter Schreibweise 
a Ai 
ee kertre + RZ un = Kıla + Kılu — +U; 
dt dt 
U; = CY%boN = | wann 
dN dn 
M - Mı = Jan — & | m-mı = Ka— 
en Tan 
C 
M= 27 Pola | m=i, 
med ıT © S. Leonhardt, MedIT 11. Kaskadenregelung und Störgrößenaufschaltung 8 
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Systemtheorie I Kaskadenregelung 


11.1 Beispiel Kaskadenregelung: Blockschaltbild RWTHAACHEN 
Ri UNIVERSITY 
Ua = Kila + Klar +U ou, - W- Kı(l + Tas )la 
dn | . 
mm HT eo m—-mı = Koasn 
m ed T © S. Leonhardt, MedIT 11. Kaskadenregelung und Störgrößenaufschaltung 9 


11.1 Beispiel Kaskadenregelung: Blockschaltbild RWTHAACHEN 
w UNIVERSITY 
La . 
U = Kin t+Kıa , t%i Dan ©) M—ig (2) 
d 7 
m-mı = Ko eo m —- mı = Kasn 8) u =Kan (4) 


m ed I | © S. Leonhardt, MedIT 11. Kaskadenregelung und Störgrößenaufschaltung 10 


275 


Kaskadenregelung Systemtheorie I 


11.1 Beispiel Kaskadenregelung: Blockschaltbild RWNTHAACHEN 
Ri UNIVERSITY 
Ua = Kıia+ Ku + W eo, -%=Kıll+ Tas)ia mei, 
dn | . 
mm HT eo m-—-mı = Kasn 


mL, 
 < 
Ua 
Umformen des 
Blockschaltbildes 
med T © S. Leonhardt, MedIT 11. Kaskadenregelung und Störgrößenaufschaltung 11 


11.1 Kaskadenregelung: Zielstruktur RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Stromregelkreis 
(innerer Regelkreis) 


Noll 


Strom— 


meßglied 


Drehzahl— 


messer 


Drehzahlregelkreis 
(äußerer Regelkreis) 
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Kaskadenregelung 


Systemtheorie I 


11.1 Kaskadenregelung: Übertragungsfunktionen RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


=. KussE) 
en) Gyu4(s) 
ni 1 1 & 1 1 n 
1,4 KıKa 
G (s) a ia (Ss) — Kı 1+5T, = 1 Ka - 
Mi z = 1 1 K;,  %, Kıka 
us) Irma Kı grsli+sta)+1 
Tns KıK. 
n mie 
Ka 


DT,- Verhalten = KTDa+ Der 


11. Kaskadenregelung und Störgrößenaufschaltung 13 
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11.1 Kaskadenregelung: Übertragungsfunktionen RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Kıll+sTa) 


Ua 


n(s) 1 
= I-Verhalten 


11. Kaskadenregelung und Störgrößenaufschaltung 
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Kaskadenregelung Systemtheorie I 


11.1 Kaskadenregelung: Übertragungsfunktionen RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
di Kıll+sT, 
Ehunde) va(s) _ Ey TE a, Ts 
- ed) DES HTSII Züri) 
ns) _ 1 
Guals) ia(S) sKa 


KıK T, T2 7; AT, 
mit me u ac 2 nun= Be (14 1- ) 


Ka 4 2 I, 
m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 11. Kaskadenregelung und Störgrößenaufschaltung 15 
11.1 Beispiel Kaskadenregelung: Zahlenwerte RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Un = 440 V lan = 320 A N, = 625 min“! 
M, = 2,073 kNm Cw,=40,7Vs L,=3mH 
R, =0,050Q J = 900 Ws? 
T,=60 ms K, = 0,0364 K, = 28,42 s K, = 0,96 


Tn=KıKalKz = 1,08 s 


4T,/T,n <<1 > reelles Polpaar > T,=1,016s; T,= 0,064 s 
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Systemtheorie I Kaskadenregelung 


11.1 Kaskadenregelung: Übertragungsfunktionen RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Stromregelkreis 


Maschine 


G c G 


u; 7K1($) Mi 3mı(S) In ım2($) | 


ı 
meßglied 
1 


Drehzahl- 


MEesser 


va(s) 1 Tuns 1 Ts 


G u a a — — 
mils) us) Kı Talms?+Tms+l KılltsTı)ll+t sD) 


mit K,=0,0364 ; T,=60ms; T,=1,08s; T,=1,016s; T, =0,064 s 


m ed I | © S. Leonhardt, MedIT 11. Kaskadenregelung und Störgrößenaufschaltung 17 


11.1 Kaskadenregelung: Stromregelkreis RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
« Aufgabe 1: Wählen Sie einen PI-Regler für den inneren Regelkreis 


Sons 
Kı ei + sTı)(1 + sTa) 


« Postuliere: Stationärer Fehler <5 % 


K 
e(0) = —— <0,05 + Kyı=19 7 = 0,6404 s! 
1+ Kvı Im 
20 log(Kvı) = -3,87 dB 
T 1,08 
« Beachte: -— = — — 29,67 
Eure K} 0,0364 
Im 
20 log(—) = 29,446 dB 
Kı 
medil & © S. Leonhardt, MedIT 11. Kaskadenregelung und Störgrößenaufschaltung 18 
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Kaskadenregelung Systemtheorie I 


11.1 Bode-Diagramm PI-Stromregler CHEN 
IINIVFERSITY 
I. il) 1 Ts 
G = = 
A(0) mus) us) Kı(l+sTı)(l+sT) 
20 u 
10 + 1 
-10 | 
0,1 1 10 15,625 100 “ 1000 
— 
T 
o(@) . 
-90 
med ıT © S. Leonhardt, MedIT 11. Kaskadenregelung und Störgrößenaufschaltung 19 
11.1 Bode-Diagramm PI-Stromregler CHEN 
IINIVERSITY 
1 nl) 1 TE 
A(o) 30 = 3,87 dB Mı\8) uu(s) = Kı (1 + sTı)(1 + sT3) 
ı 1+sT;ı 
8 er u IT IGkıls) = Kvı: —— 
T_ 1 
N ı 
© | | 
0 IQ iur 
0 66667 ee en 
- 3,87 dB > Il 
-10 4 
0,1 1 10 15,625 100 2 1000 
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Systemtheorie I Kaskadenregelung 


11.1 Bode-Diagramm PI-Stromregler CHEN 
IINIVFERSITY 
E al) 1 Fr 
A(o) FR = 3,87 dB mı(s) zZ ua(s) Si Kı (1 + sT,)(1 Es sT;) 
1+5sT; 
25,6 dB Gri(s)=Kyı: il 
2 1 y Ei 
D -- 
10 ns | ı 
ha | 
Y 
-387dB > SHE BE ER 5 3 RG 
M | 
i Bun | 


0,1 1 10 j 100 u 
1 EM .: 


T 
r(o) 
0 
-90 
-180 - 
o— 
m ed T © S. Leonhardt, MedIT 11. Kaskadenregelung und Störgrößenaufschaltung 21 
11.1 Bode-Diagramm PI-Stromregler CHEN 
IINIVERSITY 
40 - 
1 Gals) = ia(8) E Kyılm 1 
A(o) iso11(S) Kı (1+sD) 


1 
1 
T 
1 
Ä 
ı 
1 
T 
ı 
fi 
' 
N 
fi 
1 
{ 
1 
ı 
ı 
4 
ı 


0,1 1 10 15 625 100 [82] 1000 
’ o— 


r 
(®) 
0 
-90 
Ord 2 90°, 
-180 stabil 
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Kaskadenregelung Systemtheorie I 


11.1 Kaskadenregelung: Übertragungsfunktionen RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Drehzahlregelkreis Stromregelkreis 


Strom-— 
meßglied 


Drehzahl— 


Messer 


K KyıTm 
. gen 


Cole) =, m Kı 


= 19; Ta = 0,064 


Übertragungsfunktion des geschlossenen Stromregelkreises G<(s) 


: Ks Ks Ks 
Gs(s) a ia(8) = Go(s) D 1+sTa u 1+Ks _  1+Ks 
= - Ze Eee up u Ve Fr Tree name re ae a ee 
isch) 1+Gols) I, Its, 1+sls 
m ed T © S. Leonhardt, MedIT 11. Kaskadenregelung und Störgrößenaufschaltung 23 


11.1 Kaskadenregelung: Drehzahlregelkreis RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
«  Stromregelkreis 
— Ks 1 . 4 — . — 45 — 
Gs(s) = IIKs Iris mt Ag=10; Te = Ir K, =3,2m8 


« Aufgabe 2: legen Sie nun auch den äußeren Regelkreis mit einem PI-Regler aus 
1+T 


Ss 


Gekal(s): Ksra = Kva 


« Hinweis: vernachlässigen Sie die Übertragungsfunktion des Drehzahlmessers und 
zunächst auch die Stellgrößenbegrenzung 


Nist(S) | ö 
= —: W Ka = 28, 42s 
va(s) sKa NAD a 


’ 


=> Gua(s) = 


Kst 


Auslegung: op = 0,1 x 1/Tg 
> der Pol 1/T, verliert seinen 
Einfluß 


> Wähle: 1/T, = 0,1 o9, 
(Symmetrisches Optimum) 
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Systemtheorie I Kaskadenregelung 


11.1 Exkurs: Symmetrisches Optimum RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
« Prinzip des Verfahrens: Enthält die Regelstrecke ein integrales Übertragungs- 


element und ein Verzögerungsglied mit der Zeitkonstanten T,, so ist eine Kom- 
pensation der Zeitkonstanten durch einen (idealen) PI-Regler nicht zulässig! 


« Weitere Einschränkung der Anwendung einer Kompensation 


1 Ks 


BEE 1+sTR 
 Tos1+sTs 


ein IT,-Glied und Gra(s) = Kr 
Trs 


« Begründung: sei Gs(s) 
ein PI-Regler. 


1+5T%R 1 Kg u KrKs 1 


Dann gilt bei T3= Ts: Go(s)= Kr 


Ts Ds 127 Th & 


und BEE: 
Sc tele renzstabil 
Gges() = 5 Koks nn ie RR 
To armonische Schwingung 
medil Ks 1mss.vmeat—__11.KaskadenregelungundStörgrößenaufschaltung 25° 
_11.1 Exkurs: Symmetrisches Optimuml 0 ___RWITHAACHEN 


UNIVERSITY 


« In einem solchen Fall bietet sich die Nutzung eines „realen“ Pl-Reglers (siehe 
Kap. 10) oder die Reglerauslegung nach dem Prinzip des „symmetrischen 
Optimums“ an 

« Dabei wird der Regler so bemessen, dass die Durchtrittsfrequenz &) das geo- 
metrische Mittel der beiden Eckkreisfrequenzen og = 1/T; und @s = 1/T, annimmt. 


« Durch geeignete Wahl der Regler-Nachstellzeit T, läßt sich eine Phasenreserve ein- 
stellen, die dem Regelkreis das gewünschte Einschwingverhalten gibt. 


« Fürdas Beispiel des IT,-Glieds und des PI-Reglers ergibt sich als mögliche 
Einstellvorschrift Ta= 2? T,a>1. 


«  Merke: mit der Wahl von a wird auch die Phasenreserve und das Einschwingverhalten 
festgelegt ... 


« Eine häufige Wahl ist a = 10. In diesem Fall ergibt sich für unser Beispiel 


w 0,1 ! 31,25 1/ c und ER 0, lw 3,125 1/ 
D ’ Ts ’ T 7 ’ D 


« Zurück zum Problem der Drehzahlregelung ... 
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Kaskadenregelung Systemtheorie I 


11.1 Bode-Diagramm Drehzahlregler RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
ij ” Nist 5) Ks 1 1 
A(o) 4B Gst@@m2) = (0) " I+Kel+sissK, 
. As=19 Te= 2, 2ms 
-29,52 dB Ka = 28, 42s 
-20 
-100 | 
0,1 1 10 100 1000 
o— 
T 
lo) 
= 3,125 31,25 3125 0 > 
m ed T © S. Leonhardt, MedIT 11. Kaskadenregelung und Störgrößenaufschaltung 27 
11.1 Bode-Diagramm Drehzahlregler CHEN 
UNIVERSITY 
T 100 IT 
Ao)e D—LIl +H Kals) = Kr | 
59,4 dB > ® HH HH 
+ 59,4 dB = 933,25 
EN le 933,25= Ka X Ta | 
0 dB = 2916,42 x 0,32 
-20 H 
+59,4 dB 
1 10 Op 100 ! R Bl 
0 _. of He fa 
|; —_ HT 
lo) „ ll 7 
-180 
-270 I [ 1 
3,125 31,25 312,5 0 — 
m ed ıT © SS. Leonhardt, MedIT 11. Kaskadenregelung und Störgrößenaufschaltung 28 
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Systemtheorie I 


Kaskadenregelung 


11.1 Bode-Diagramm Drehzahlregler RWTHAACHEN 
r UNIVERSITY 
A(®) dB "lien. 29 [PAR u Gkals) = 2916, 
59,4 dB > it 


20 


-20 


-60 


-90 


-180 


-270 


3,125 31,25 312,5 ® 
m ed T © S. Leonhardt, MedIT 11. Kaskadenregelung und Störgrößenaufschaltung 29 
11.1 Bode-Diagramm Drehzahlregler CHEN 
UNIVERSITY 
L @ Ks I+sn 1 
NL Ss 5112 
A(0) dB Go(s) = Kva 1+Kgs1+sTg s?Ky 
60 
20 
-20 
en 
r 0 
lo) 
Or = 90° 
-270 l l 
3,125 31,25 312,5 0 — 
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11. Kaskadenrege 


ung und Störgrößenaufschaltung 


30 
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Kaskadenregelung Systemtheorie I 


11.1 Kaskadenregelung RWTHAACHEN 
- UNIVERSITY 
Übertragungsfunktion der Kaskadenregelung (jetzt mit Ksr,) 


ir Ks 1+sT;jo 1 
nist(S) _  Gols) Kvakst21,Ks 1415 Ks 


Nsoll(S) u 1 +Go(s) . 1 + KyaKsra Ks 1+4sT;a 1 


1+Ks 1+sTs s2Ka 
K 1 
KvsKsra IrKs (1 + sTi2) KT 


s3+ 324 Kv2KsraKsT. s- KvaKsraKs 
Tg KaTs(1+Ks) {2 | KaTs(1+Ks) 


Goal) = 


 Kvaksrziez(l + sTa)Rırz 


(+6) (+75) (st 7) 


Durch Einsetzen der Werte ergeben sich für die drei Zeitkonstanten 
folgende Werte: 


— Tpı #284 ms ‚T9=32 ms , T9, = 3,6 ms 


t t 


— T,=320 ms ,1/op= 32 ms 


Tp3 zu klein, T5, wird durch den Regler mehr oder weniger kompensiert — wie gewünscht 
dominiert Tp> = 1/op das dynamische Geschehen 


m ed I | © S. Leonhardt, MedIT 11. Kaskadenregelung und Störgrößenaufschaltung 31 


11.1 Kaskadenregelung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Sprungantwort der Kaskade ohne Strombegrenzung (Sollwertsprung der 
Nenndrehzahl) 


Überschwingen 
von 8 % 
[6} L 1 L Il l l L 1 L 
0 0,6 1,0 1,6 2,0 
us —e 
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Systemtheorie I 


Kaskadenregelung 


Demonstration: Simulink-Modell „kaskadenregelung.six“ 


Strommesser 


Drehzahlmesser | 


m ed T © S. Leonhardt, MedIT 


11.1 Kaskadenregelung: Beispiel 


Beispiel: 

« Sollwertsprung von 2% 
der Nenndrehzahl (mit 
Strombegrenzung. 


« Drehzahlverlauf der 
Kaskade: 


« Zugehöriger Verlauf 
des Ankerstroms: 


m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 


Ye) 


Matorstrom 


M) 


CHEN 
UNIVERSITY 


11. Kaskadenregelung und Störgrößenaufschaltung 33 
0,03 
[\ 
0,02 
n 
0,01 
0 
0 0,6 1,0 1,6 2,0 
Vs —— 
Y T 
2,0 
I, 10 
0 
-0,5 
0 0,6 1,0 1,6 2,0 
Us —— 
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Kaskadenregelung Systemtheorie I 


11.1 Kaskadenregelung: Beispiel RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Ersetzen des PI-Reglers durch einen P-Regler während der Begrenzungsphase 


« Reaktion der Kaskade auf einen Sollwertsprung: 


0 N | N 1 


0 0,6 1,0 1,6 2,0 
Vs —— 
m ed T © S. Leonhardt, MedIT 11. Kaskadenregelung und Störgrößenaufschaltung 35 
111KaskadenregeunG 25 — __RWITHAACHEN 


UNIVERSITY 


Wichtigste Merkmale der Kaskadenregelung 


« Vereinfachung des Reglerentwurfs: bei komplizierteren Regelstrecken kann es 
schwierig sein, einen Regler für eine einschleifige Regelung zu entwerfen. 
Durch die Kaskadierung wird es möglich, das Problem in mehreren Schritten mit 
jeweils einfachen PI-Reglern zu lösen. 


« Schnellere Ausregelung von Störgrößen im Inneren der Strecke 
« Begrenzung der Zwischengrößen durch Sollwertbegrenzung leicht möglich 
« Abschnittsweise In-Betriebnahme der Regelung 


« Eingrenzung des Einflusses von Nichtlinearitäten — der Stromregelkreis im 
Inneren ist linear! 
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Systemtheorie I Kaskadenregelung 


Gliederung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
11.1 Kaskadenregelung: Kombination innerer und äußerer Regelung 
« Grundprinzip 
« Dimensionierung 
« Beispiel 
11.2 Störgrößenaufschaltung 


« Verbesserung der Regelung durch Messung der Störgröße (falls die Störgröße 
messbar ist) 


11.3 Zusammenfassung und Hausaufgabe 


m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 11. Kaskadenregelung und Störgrößenaufschaltung 37 
_11.2Störgrößenaufschltung 2 IRWIHAACHEN 


Z Störgröße UNIVERSITY 


Regelstrecke 


Kompensation der Störgröße Z durch Vorkorrektur: 
-Z(s)Gz(s)Gı(s) + Z(s)=0 & Z(s)[1 - Gz(s)Gı(s)| = 0 


=> Gz(s) = 


Gı(s) 


Bemerkungen: 
« Störgröße muss messbar sein 


« G,(s) muss invertierbar sein 
« Fehler in Bestimmung von G,(s) verursacht Resteinfluss der Störgröße 
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Kaskadenregelung Systemtheorie I 


Simulink-Modell „Strögrößenauschaltung.six“ RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


stoergroesenaufschaltung 


© |Palstoergroesenaufschaltung v 


& 


BBıh 


Band-Limited 
White Noise 
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11.2 Beispiel RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Störgrößenaufschaltung bei Raumtemperaturregelung 


meter Vorlauf x 
| — 


Regelung 
Steuerung 


Steuergerät 


Heizkessel 


m ed I | © S. Leonhardt, MedIT 11. Kaskadenregelung und Störgrößenaufschaltung 40 


290 


Systemtheorie I Kaskadenregelung 


Gliederung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
11.1 Kaskadenregelung: Kombination innerer und äußerer Regelung 
« Grundprinzip 
« Dimensionierung 
« Beispiel 
11.2 Störgrößenaufschaltung 


« Verbesserung der Regelung durch Messung der Störgröße (falls die Störgröße 
messbar ist) 


11.3 Zusammenfassung und Hausaufgabe 


m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 11. Kaskadenregelung und Störgrößenaufschaltung 41 
Zusammenfassung DO RWIHAACHEN 
UNIVERSITY 


« System eher zu schnell -> Lag-Element 
« System eher zu langsam -> Lead-Element 
« Kochrezepte sollte man üben 
« Lag: PS /NS links von Durchtrittsfrequenz, K, a 


« Lead: PS /NS um die Durchtrittsfrequenz (etwas aufwendiger, K, a, 
Tabelle) 


« PID kann alles 


« Vorteile der Kaskadenregelung (Einfache Auslegung, Störungen 
propagieren nicht, Linearisierung, schrittweise Inbetriebnahme...) 


« Störgrößenaufschaltung: System muss (annähernd) bekannt und 
invertierbar sein, dann kann der Einfluss der Störung stark reduziert 
werden. 
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11.3 Hausaufgabe 


Hausaufgabe: 
. Lesen Sie dieses Kapitel im Skript ... 


Zum Weiterlesen: 

« H. Unbehauen, „Regelungstechnik |*, 
15. Auflage, Vieweg + Teubner Verlag, 
Wiesbaden, 2008. 

« Lesen Sie Kap. 8.6 


= 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Regelungstechnik | 


STUDIUM 
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Wurzelortskurvenverfahren 


12. Das Wurzelortskurvenverfahren 


medil && 


Gliederung 


12.1 Einleitung 


12.2 Grundlagen der Wurzelortskurve 
12.3 Eigenschaften der Wurzelortskurve 


RINTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Systemtheorie 1 
Prof. Dr.-Ing. Dr. med. S. Leonhardt 


RWNTHAACHEN 


12.4 Regeln zur Erstellung einer Wurzelortskurve 


12.5 Beispiele 


12.6 Auslegung eines Regelkreises über die Einstellung der Verstärkung 


12.7 Hausaufgaben 
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Asymptote 
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UNIVERSITY 
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Asymptote \| > 
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Wurzelortskurvenverfahren Systemtheorie I 


12.1 Einführung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Gegeben sei die Übertragungsfunktion einer Regelstrecke (Prozess, G,(5)) 

« \Wir wissen: G,(s) kann stabil, grenzstabil oder instabil sein 


« Beachte: Im offenen Regelkreis sind die Pole von G,(s) keine Funktion etwaiger 
Reglereinstellungen G;(s) 


Was ändert sich bei der Schließung des Regelkreises? 
« Das Schließen des Regelkreises erlaubt 
« die Stabilisierung instabiler Systeme 


« die Gestaltung des Übergangverhaltens (schnellere Systemantwort, Vermeidung 
einer bleibenden Regelabweichung, etc.) 


« das Ausregeln von Störungen 
« Aber: die Pole ändern sich oft mit der Systemverstärkung X 


« eine ungünstige Reglereinstellung kann eine schlechte Systemdynamik oder sogar 
Instabilität des geschlossenen Regelkreises induzieren. 


> Das Wurzelortskurvenverfahren erlaubt, die Lage der Pole als Funktion eines 
Einstellparameters, insb. der Reglerverstärkung X, zu beurteilen. 


m ed T © S. Leonhardt, MedIT 12. Das Wurzelortskurvenverfahren 8 
121Einführungl 0 __RWITHAACHEN 
UNIVERSITY 


Gegeben sei der folgende Regelkreis 

« Die Reglerverstärkung X 

* Die Regelstrecke G(s) = Z,(s)/N,(s) 

* Die Rückübertragungsfunktion H(s) = Zy(s)/Nrr(s) 


Übertragungsfunktion des geschlossenen Regelkreises Gges(5): 


Vorwärtsübertragungsfunktion 
1 + Schleifenübertragungsfunktion 


de K-G(s) _K G(s) 
— 1+K-G(s):H(s) 1+Go(s) 
u K: Z,(sl:N#(s) 

 Ny(s)- Na(s) Z,(s): Zu(s) 
Beachte: 


« Das charakteristische Polynom1 + G‘o(s) ist offensichtlich eine Funktion von X... 
« Aber wo genau liegen die Pole? Für welche Verstärkung ist das Gesamtsystem 


stabil? 
m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 12. Das Wurzelortskurvenverfahren 4 


294 


Systemtheorie I Wurzelortskurvenverfahren 


12.1 Vektordarstellung von komplexen Zahlen RWNTHAACHEN 

oo UNIVERSITY 

Wir erinnern uns: 

« Eine komplexe Zahl s= co + jw, die in kartesischen Koordinaten gegeben ist, 
lässt sich grafisch als Vektor darstellen 

« Sie kann auch in Polar-Koordinaten dargestellt werden. Dabei ist M die Länge 
(Magnitude) und 8 der Phasenwinkel gegen die reelle Achse s= M/Z9 

« Jede komplexe Funktion /(s) bildet eine komplexe Zahl s auf eine andere 
komplexe Zahl ab 


Beispiel: Betrachte F(s) = s + amit a einer reellen Zahl. Diese Funktion bildet 
s=0+jw abauf F(s)=(o+ta)+jw. 


Jo s-Ebene 


m ed T © S. Leonhardt, MedIT 12. Das Wurzelortskurvenverfahren 5 


12.1 Vektordarstellung von komplexen Zahlen Il RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Alternative Darstellung: 
° Wir beachten, dass /(s) eine Nullstelle bei s = -a hat 
« Insofern lässt sich die Abbildung 7(s) auch darstellen als Vektor, derbeis=-a 
beginnt und bei s endet ... 


Zusammenfassung: 
« F(s) ist ebenfalls eine komplexe Zahl 


« Diese kann dargestellt werden als Vektor von der Nullstelle F(s) =O bis s 


Beispiel: F(s) = (s+ 7)|s+5+j2 


jo Jo 
s-Ebene SrEHENE 
Jo 
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Wurzelortskurvenverfahren Systemtheorie I 


12.1 Vektordarstellung von komplexen Zahlen Ill 


RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Jedes gebrochen-rationale Polynom /‘(s) lässt sich entsprechend darstellen als 


II (s-sw.) II Zähler-Faktoren 
i_1 


i=1 
Il(s-sr,;) II Nenner-Faktoren 
jel jel 


Da jede komplexe Zahl durch eine Amplitude M und einen Phasenwinkel 6 dar- 
gestellt werden kann, erhält man in Summe /(s)=M Z ®mit 


JJ Abstände zu den Polstelen 7° 
(= sp;)| 
Ps! 
und 


0 = 3, Nullstellen-Winkel — 3 Polstellen-Winkel = > L(s — sn) — 3 £(s — sp,;) 


i=1 jel 
med ıT © S. Leonhardt, MedIT 12. Das Wurzelortskurvenverfahren 7 
12.1 Vektordarstellung von komplexen Zahlen IV RWNTHAACHEN 
(+1) UNIVERSITY 
3 
Beispiel: Gegeben sei F'(s) = 
s(s +2) 
jo 
Man bestimme F(s) für s =-3 +47. s-Ebene a 
1 j4 
* Vektor von Nullstelle s = -1 bis -3 +4]: -1 j3 
M = v20,98=#-tan-!(4/2) — 20 /116.6° 
Vektor von Polstelle s = 0 bis -3 +4j: (s) 2 
M = V25,9=#-tan-!(4/3) > 5 /126.9° (s+)) 


Vektor von Polstelle s =-2 bis -3 +4j: 


M = V17,6=r#-tan-!(4/1) — 17 2104° En 


[02 
3 2 4 0 
v20 
> F(s)=M 29 = — /(116.6° — 126.9° — 104°) 
ovl7 R 
R o Symbol für Nullstelle 
= 0.217 Z(-114.3°) x Symbol für Pol 
m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 12. Das Wurzelortskurvenverfahren 8 


296 


Systemtheorie I Wurzelortskurvenverfahren 


Gliederung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

12.1 Einleitung 

12.2 Grundlagen der Wurzelortskurve 

12.3 Eigenschaften der Wurzelortskurve 

12.4 Regeln zur Erstellung einer Wurzelortskurve 

12.5 Beispiele 

12.6 Auslegung eines Regelkreises über die Einstellung der Verstärkung 

12.7 Hausaufgaben 


m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 12. Das Wurzelortskurvenverfahren 9 


12.2 Grundlagen der Wurzelortskurve RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Idee der “Wurzelortskurve”: 

« (engl. “Root Locus Technique”, von lat. /ocus = * der Ort”) 


« Analyse und Entwurf eines Parameters (z.B. der Reglerverstärkung X), um ein 
gewünschtes Systemverhalten zu bekommen 


Beispiel: 
« Positionsverfolgung mit einer Nachführ-Kamera (siehe Abb.) 
« Sei die Gesamtverstärkung X=K, K, 


« Die Pole des geschlossenen Regelkreises verändern sich mit X 


Wis) K Y(s) 
us 
s?+10s+K 
Courtesy of ParkerVision 
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12.2 Grundlagen der Wurzelortskurve Il RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Für dieses System kann die genaue Lokalisierung der Pole durch die pq-Formel 


erfolgen 2 
N()=s’+10s+K =0 
— 51,2 = -93+vV25-K 
Jo 
k 
K=50X -j8 

K Pol 1 Pol 2 1a I 

nM077000707: 0 s-Ebene 40% : 

0 -10 0 Sn 4,3 

5 9,47 —0.53 30 X ja 

10 8.87 —1.13 j 

2 Ei Er K=-0 5 1015 20 25 20 15 ins oo 

En wi 2.76 KR ke 0 

25 =5 -5 -10 9-28 -7-6 75-4473 -2 -1 |0 

30 -5 + 72.24 5 - 72.24 171 

35 -5 + 73.16 —3=n.16 12 

40 -5 + 3.87 5 - 3.87 20% 

45 -5 +74.47 == 7447 35% 173 

50 -5 +55 5-55 40% Ir 

ee FT 45% S 
K=50X 7 7/5 
med T © S. Leonhardt, MedIT 12. Das Wurzelortskurvenverfahren 11 
12.2 Grundlagen der Wurzelortskurve Ill RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Definition der Wurzelortskurve (WOK): 

« Ort der Pole des geschlossenen Regelkreises (Wurzeln des Nenners) als 
Funktion von X (oder eines anderen Parameters). 

Jo 
A 
Beachte: Eee 
a K=50 135 

. > p 
nı.. wird nur X>0 #5 | Würzelort Ai 

en 5. | als Funktion |" 

« Die Ortskurve startet für X = 0 von K 7? 
bei den Polen des offenen Regel- au „A 4j2 
kreises und bewegt sich in Mi 
Richtung X — » (siehe Pfeil- 20 15 10 5 |0=K 

r o 
richtung). 09876543221 % 

« Der Einfluss der Rückkopplung ie 
steigt mit zunehmendem X. 30 172 

35 179 

: Ei 

K=50 17/5 
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Gliederung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

12.1 Einleitung 

12.2 Grundlagen der Wurzelortskurve 

12.3 Eigenschaften der Wurzelortskurve 

12.4 Regeln zur Erstellung einer Wurzelortskurve 

12.5 Beispiele 

12.6 Auslegung eines Regelkreises über die Einstellung der Verstärkung 

12.7 Hausaufgaben 


m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 12. Das Wurzelortskurvenverfahren 13 
_12.3 Eigenschaften der Wurzeorskurveeer 2 RNNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Ziel: Hilfen für schnelles Zeichnen der WOK 


Sei die Übertragungsfunktion des rückgekoppelten Standardregelkreises eine ge- 
brochen-rationale Funktion 


Gl K.G(s) _ K-G(s) 
=’ 1+K-G(s) His) 1+Go(s) 
m 
u san.) y Zen) Zeiss) 
mit Go(s) = K - —— ei! Zi 
II Is = sp3)] 
jl 
« Ein Pol existiert dann und nur dann, wenn die charakteristische Gleichung eine 


Nullstelle hat 
K-G(s)H(s)=-1= 1Z(2k +1) 180° 
N m— 


-lin Polarkoordinaten 


« Daraus folgt 
|IKG(s)H(s)| = 1 


| 
/KG(s)H(s) = +(2k + 1) . 180° 
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12.3 Eigenschaften der Wurzelortskurve Il RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

1. Phasenbedingung 

Eine Polstelle des geschlossenen Regelkreises erzeugt für G,(s) ein ungerades 

Vielfaches von 180°. Beachte: diese Bedingung ist von X unabhängig ... 


LKG(s)H(s) =), Z(s - sn.) — >, Z(s - sp) = +(2k +1) : 180° 
i=1 j=l 
2. Amplitudenbedingung 
Eine Polstelle des geschlossenen Regelkreises bedingt, dass X der reziproken 


Amplitude von G.(s) entspricht: nr 
: II Ie= 23) 
_ JZ 


IG(s)H(s)| u II Ks -smi)l 
i=1 


De 


Demonstration: Betrachte wieder die Nachführ-Kamera 
« SeiK=5 undein Pol bei s, = - 9,47 (der andere bei s, = -0,53) 


K 
Gges(S) = — ——— 
K 5 ges 2 
Reise - ne a a 
s(s+10) -5 Rundungs- _, I, 
fehler nm N ist ein Pol 
med T © S. Leonhardt, MedIT 12. Das Wurzelortskurvenverfahren 15 
12.3 Eigenschaften der Wurzelortskurve Ill RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Beispiel: 
« Gegeben ist das rechts beschriebene Regelsystem und der komplexe Punkt 
s=-2+3j. 
« Ist dieser Punkt ein Pol? Wis) + K(s +3)(s +4) 
(s+ 1)(s+2) 
Lösung: 
« Vorwärtsübertragungsfunktion 
K(s+3 4 
PRTRBBESCHE) CHE) 
(s+1)(s+2) 
* Übertragungsfunktion des geschlossenen Regelkreises jo 
( f s-Ebene 
K(s+3)(s+4 


(1+K)s?+(3+7K)s+(2+12K) 
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Wurzelortskurvenverfahren 


12.3 Eigenschaften der Wurzelortskurve IV 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Wenn s = -2+ j 3 ein Pol wäre, müsste 
= J® 
gelten: IKG(s)| = 1 eo. 


/KG(s) = (2k +1) : 180° 
Aus der Phasenbedingung ergibt sich 
ZKG(s) 
= +6 -063 0, 
= 56.31° + 71.57° — 90° — 108.43° 
= -70.55° > Keine Polstelle! 


Keine Polstelle > 


Wird allerdings s = -2 + 0,5 v2 
betrachtet, so ergibt sich ein 
Gesamtwinkel von 180°. Dieser Ort 
ist damit ein Pol für 


K- 1 1 _ I Abstände zu den Polstellen ZsL4 2 (1,2) ze 
 |G(s)| M II Abstände zu den Nullstellen Lila (2,22)(1,22) 
med T © S. Leonhardt, MedIT 12. Das Wurzelortskurvenverfahren 17 
Gliederung RWTHAACHEN 

UNIVERSITY 
12.1 Einleitung 
12.2 Grundlagen der Wurzelortskurve 
12.3 Eigenschaften der Wurzelortskurve 
12.4 Regeln zur Erstellung einer Wurzelortskurve 
12.5 Beispiele 
12.6 Auslegung eines Regelkreises über die Einstellung der Verstärkung 
12.7 Hausaufgaben 
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12.4 Regeln zur Konstruktion der Wurzelortskurve RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
1. Symmetrie: da alle Wurzeln reell oder konjugiert komplex sind, verläuft die 
Wurzelortskurve symmetrisch zur reellen Achse. 


2. Zahl der Äste: die WOK besteht aus n Ästen. 
« Alle Äste beginnen für K = 0 in den Polstellen des offenen Regelkreises 
1+Go(s). 
° m Äste enden für X > » in den Nullstellen des offenen Regelkreises. 
°  (n-m) Äste enden im Unendlichen. 


« Die Anzahl der in einer Nullstelle endenden bzw. in einer Polstelle 
beginnenden WOK-Äste ist gleich der Vielfachheit der Pol- bzw. Nullstelle. 


med ıT © S. Leonhardt, MedIT 12. Das Wurzelortskurvenverfahren 19 
12.4 Regeln zur Konstruktion der Wurzelortskurve Il RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Zur Verdeutlichung: 
ee K-G(s) u K-Ze(s):Nu(s) 
9’ 1+K:G(s)-H(s) Ne(s)-Nu(s)+K- Ze(s): Zu(s) 
5 u K-Ze(s):Nnu(s) 
Am Goes) = Te). Marla) | 
Die Polstellen sind die Polstellen 4 
des offenen Regelkreises s-Ebene 
. . K:Za(s) : Nu(s) 1 
Pe Gges(5) u K-: Ze(s) : Zu(s) 
Die Polstellen sind die Nullstellen co 
des offenen Regelkreises a 2 
— 1 
FE ‚(s+3)(s+4) 
B l: Gols) = K— 
eispiel: Go(s) (s+1)(s+2) 
med ıT © S. Leonhardt, MedIT 12. Das Wurzelortskurvenverfahren 20 
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12.4 Regeln zur Konstruktion der Wurzelortskurve Ill CHEN 
UNIVERSITY 
3. Die Asymptoten der (n-m) nach unendlich strebenden Äste der WOK sind 


(n-m) Geraden, die sich alle im Wurzelschwerpunkt (o,, j0) auf der reellen 
Achse schneiden. Für diesen gilt 


1 nr m 
ne YRe sp; > Re SNi 
n—-m|\/ / 
5-1 i=1 


Begründung: 
Glj=K: Bonn BT Enm) ug men 
(s- sp ı)(s - spa)... (S- SP.n) 
m-—1 m 
een er 


tete. tar tet 


Ausführung der Division (Polynom-Division) ergibt 


1 
= Go(s)=K:- n ‚ K>0,m<sn 
le En 32 CE En ERBE: ee in ern 
med T © S. Leonhardt, MedIT 12. Das Wurzelortskurvenverfahren 21 


12.4 Regeln zur Konstruktion der Wurzelortskurve IV RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Setzt man dies ein in 1+ Go(s) = 0, so ergibt sich 
"TH - a, +..+K =0 


Bei einem derartigen Polynom gilt bekanntlich für große Werte von s, also für s > 
und damit für die Asymptoten der WOK, die Beziehung 


A h N—- Mm 
(+) Be 
nm 


Mit dem Vieta’schen Wurzelsatz ergibt sich außerdem für die Koeffizienten 


n n 
In-1 =-) sp;=- > Re SP,j 
jel jel 


——— Einsetzen und Auflösen 


m m 
i=l il 
m ed T © S. Leonhardt, MedIT 12. Das Wurzelortskurvenverfahren 22 
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12.4 Regeln zur Konstruktion der Wurzelortskurve V RWTHAACHEN 
a a UNIVERSITY 
Bei der Berechnung des Neigungswinkels 9, der Asymptoten geht man zweck- 
mässigerweise vom Grenzwert der Übertragungsfunktion G,(s) aus 

1 1 
lim Gol(s) = lim K- = lim K- ——, 


Ss 5-00 SIT (An=ı u (BE) au u Fin 8700 Sr 


woraus sich als zugehörige Phasenbeziehung ableiten lässt 


Z/Go(s)|so = (nm) Zs = +{2k + 1) - 180° 


+(2k + 1) - 180° 


u 
n—- m 

jw jw 
Beispiele für 
Asymptoten- re ra Eu 5 z 
Anordnungen 

ordnunge (n-m)=1 (n-m)=2ı (nm 
Quelle: H. Unbehauen, „Regelungstechnik |*, 15. Auflage, Vieweg + Teubner Verlag, Wiesbaden, 2008, p. 157 
m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 12. Das Wurzelortskurvenverfahren 23 


12.4 Regeln zur Konstruktion der Wurzelortskurve VI RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


4. WOK-Segmente auf der reellen Achse: Ein Punkt auf der reellen Achse 
gehört zur WOK, wenn die Gesamtzahl der rechts von diesem Punkt liegenden 
Pol- und Nullstellen des offenen Regelkreises ungerade ist. 

« Dies folgt direkt aus der Phasenbedingung, da Pol- oder Nullstellen, die 
links von einem betrachteten Punkt auf der reellen Achse liegen, keinen 
Beitrag zur Phase liefern (der jeweilige Phasenwinkel ist 0°). 


Beispiel: 
Jo 
s-Ebene 
OO ——X >» 0 
-4 3 = 4 
m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 12. Das Wurzelortskurvenverfahren 24 
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12.4 Überprüfung mit MATLAB FOANTHAACHEN 
Geben Sie auf der MATLAB-Kom- Ww Y{ 
mandoebene folgende Befehle ein: 8 “® | > 


(s+De+2) 
> num = [1712] 
»den= [132] 
» sys = tf(num,den) Rost Locus 
>» rlocus(sys) 


Alternativ: führen Sie den m-file =T | 
RLOCUS_beispiel1.m aus ... nd | 
Beachte: Die Skizze auf einer or | eserl 
| | N _ 

\ } 


Imaginary Axis 


vorherigen Seite (p. 20) suggeriert 
einen Kreis. Ist das so? sa} \ / 


Skalieren Sie um ... os 


Real Axis 


m ed ıT © S. Leonhardt, MedIT 12. Das Wurzelortskurvenverfahren 25 


12.4 Regeln zur Konstruktion der Wurzelortskurve VII RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


5. Verzweigungs- und Vereinigungspunkte: 


« Liegt ein Ast der WOK zwischen zwei Polen des offenen Regelkreises auf der 
reellen Achse, existiert mindestens ein Verzweigungspunkt der WOK zwischen 
den beiden Polen. 

« Liegt umgekehrt ein Ast der WOK zwischen zwei Nullstellen des offenen Regel- 
kreises auf der reellen Achse, so existiert mindestens ein Vereinigungspunkt 
der WOK zwischen diesen beiden Nullstellen 


Die Lage der Verzweigungs- bzw. Vereinigungspunkte erhält man als Lösung der 
Gleichung 


« Sind keine Pol- oder Nullstellen vorhanden, ist der betreffende Summenterm = 0 
zu setzen ... 
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Systemtheorie I 


12.4 Regeln zur Konstruktion der Wurzelortskurve VIll 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Begründung: Ein Verzweigungspunkt muss eine mehrfache Wurzel der charakter- 


istischen Gleichung sein. Daher muss gleichzeitig gelten: 


L-+ Go(s) —ı 
14 Gols)] = ol) = Cl) =0 
ds I NT 
Aus m 
II (s- sn.) 
Go(s) =-K = 
Il(s- sP,) 
jel 
folgt durch Logarithmieren 


In Go(s)=InK + > Ins — sn.) - > In(s— sp3). 


i=1 jel 
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12.4 Regeln zur Konstruktion der Wurzelortskurve IX 


Nun gilt bekanntlich für den Logarithmus einer Funktion f(s) 


Wegen 


ergibt sich unmittelbar 


Nil q.e.d. 
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12.4 Regeln zur Konstruktion der Wurzelortskurve X 


RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
6. Austritts- und Eintrittswinkel: 
Wegen 
A Ks 5n;)| D Ls-sn.)-% Ze-sP.;) 
Go(s)=K-Z ei ze 
IL I(s-»,)| 
jel 


gilt für den Gesamtwinkel eines jeden Ortes der WOK aufgrund der Phasen- 
bedingung 


LGo(s) =9 =) Ls- sn) - Is -sp,) 


— +(2% +1): 180° 
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12.4 Regeln zur Konstruktion der Wurzelortskurve XI RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Denkt man sich nun einen Punkt g, der auf der WOK in der Nähe des Pols s, liegt, 
so gilt in jedem Fall 


Jo 


s-Ebene 
= > Z(e — sp,j) 
74 
— +{2% Zw 1) - 180° u 


+ 9=-+r0-4-6; 
+06 — (2k +1) 180° 


-0,+&+9; -04-05+0,=(2k+ 1)180° 


(a) 
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12.4 Regeln zur Konstruktion der Wurzelortskurve Xll CHEN 
UNIVERSITY 
Denkt man sich nun einen Punkt g, der auf der WOK in der Nähe der Nullstelle s, 
liegt, so gilt analog 
Jo 
[\ 
02 = 41-03 +41 +65 
—_ 77 + (2k + 1) - 180 Sehens 
> 0 


0, +9 +03 - 94-85 + 4= (2k+ 1)180° 


Bi (b) 
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12.4 Regeln zur Konstruktion der Wurzelortskurve XllI RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Denkt man sich nun den Punkt e „sehr dicht“ an einem (einfachen) Pol s, „, so 
ergibt sich für den Austrittswinkel der WOK aus diesem Pol 


Op, = Z(8 — SPp,o)\s=e=s», =+) Zs- sm) - >> Z(s - sp.) £ (2k +1): 180° 
i=1 J=137P 


1 u | bei Viel- 
bzw. = re 4 > Z/(s — sn.) u Z(s= sp) + 2k +1): 180 fachheit rp, 
‚P i=1 j=Ljzp 


Analog ergibt sich für den Eur UNE, in eine ua Nullstelle s,, , 


On, = Z(8 — 8n,0)\s=c>sn., = >> /(s - sn; BZ s—-sp;)+(2k +1): 180° 


i=1,ifp 
1 u „| bei Vier- 
ee > Ae-na)+ > = 5Pp35)+(2& +1) 180° | gachheit ry, 
2 = 1,0£p 
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12.4 Beispiel RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Aufgabe: jo 
* Gegeben ist das System N: 
j s-Ebene ie 
Wis), K(s+2) 


(s+t3)(° +25+2) 


91-9 +63 —64 
= 180° 


« Bestimmen Sie den Austrittswinkel aus 
den konjugiert-komplexen Polen und 
skizzieren Sie die WOK! 


4 = =2 1 f 
Lösung: 12 
« Wir halten zunächst fest: sy, = -2, Spı = -3 
und sy; =-1+jlundk=0, 1, ... 12 
1 1 

9, = -180° — 90° + tan! 8 in (3) 13 

— -251.56° = 108.44° I 
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12.4 Regeln zur Konstruktion der Wurzelortskurve XIV RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 


7. Stabilität: Der geschlossene Regelkreis ist stabil, wenn alle zu einem 
bestimmten X gehörenden Pole in der linken Halbebene liegen. 


> Die Stabilitätsgrenze ergibt sich an den Stellen, an denen WOK-Äste die 
jo - Achse schneiden. Dort gilt grundsätzlich1 + Go(jw) = 0. 


> Dies kann im Einzelfall umständlich zu berechnen sein 


Bestimmung der zugehörigen Systemverstärkung X ist z.B. mit dem Routh- 
oder dem Hurwitz-Kriterium möglich. 


8. Die Kodierung der WOK durch die jeweilige Verstärkung ergibt sich für jeden 
beliebigen s-Wert direkt aus der Amplitudenbedingung. Die einzelnen Beiträge 
können ggf. grafisch ermittelt werden 


n 
Il (s-s>,;)| 
ge l 3 
G(s)H (s Z 
u En) 
i=1 
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Gliederung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

12.1 Einleitung 

12.2 Grundlagen der Wurzelortskurve 

12.3 Eigenschaften der Wurzelortskurve 

12.4 Regeln zur Erstellung einer Wurzelortskurve 

12.5 Beispiele 

12.6 Auslegung eines Regelkreises über die Einstellung der Verstärkung 

12.7 Hausaufgaben 
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1ö5BEie  — — —  ARWITHMACHEN 
UNIVERSITY 
Aufgabe: 


« Gegeben ist das abgebildete System. Skizzieren Sie die WOK. 


Wis); Ks +3) Y(s) 
Er s(6 + 1)(s+ 25 +4) | 


Lösung: 
« 4 Polstellen bei s = 0,-1,-2 und -4, des weiteren 1 Nullstelle bei ,s = -3 


Nach Regel 1: Die WOK ist symmetrisch zur reellen Achse. 
Nach Regel 2: Die WOK besteht aus n = 4 Ästen. 
« Alle 4 Äste beginnen für X = O in den Polstellen des offenen Regelkreises 
1+ Go(s " 
° 1 Ast endet für X > » in der Nullstelle s} = -3 des offenen Regelkreises. 
° n-m= 3 Äste enden im Unendlichen. 
Es gibt keine Mehrfach-Pol- oder —Nullstellen 
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12.5 Beispiel 1 RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Bestimmung der Asymptoten: Nach Regel 3 ergibt sich für den Wurzelschwerpunkt 
j® 
ne > Orte der Polstellen — >, Orte der Nullstellen Ä 
ET # Polstellen — # Nullstellen 73 s-Ebene 
= ( 0 1 2 4) ( 3) — A Asyınplole 12 
4-1 3 
5 (2k+1)r 4,1 .. 
°  # Polstellen — # Nullstellen Seripiis 
x oO .—X | fi 8; 
= = for k= 0 4 3 2 1 0 1 2 ” 
= © arksl RN =. Ja 
= Dr fork=2 Ast 4 
Asymptote \| En 
4-53 
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125Bipli DD RWNITHAACHEN 
UNIVERSITY 


Bestimmung der Stabilitätsgrenze nach Regel 7 durch Routh-Kriterium 
« Schnittpunkte mit der jo-Achse bestimmen 


Wis), K(s+3) Y(s) 
k s(s + Dis + 2)(s +4) | u 
Das zugehörige gerade Polynom ist K:(s+3) 
-K?-65K +70=0 Gges(8) = st? +7s3 +14s?+(8+K)s+3K 


—  K = 9.6456 
Der Regelkreis ist stabil für za 
0 <K< 9.6456 # 
Gerades Polynom verwenden #| 
(0- Ks? +21K BET 
= 80.355? + 202.7 = 0 | 
— 512 = 431.59 
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12.5 Überprüfung mit MATLAB RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

Geben Sie auf der MATLAB-Kommandoebene folgende Befehle ein 

» num = 11 3] Root Locus 

»den= [171480] 8 2 # 

>» sys = tf(num,den) Al 5 

>» rlocus(sys) 


Alternativ: Führen Sie den 
m-File RLOCUS_beispiel2.m si 7 
aus 


Imaginary Axis 
* 
x 


Beachte: Alle WOK-Äste al \ | 
werden von MATLAB farbig \ 
kodiert ... 


Zur Übung: Klicken Sie auf 
einen Ast der WOK in der al r 1 4 1 i DEE 


MATLAB figure. Real Axis 
Was passiert? 
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12.5 Beispiel 2 RWNTHAACHEN 
a UNIVERSITY 


Gegeben sei KOHL) =K- (s - 3)(s 5) Die 3? —-85+15 
Td(ks+l)+2) s®?+35+2 
Aufgabe: 
« Man finde die Verzweigungs- und Vereinigungspunkte ausschließlich mit 
Hilfe der Differentialrechnung! (als Nachtrag zu Regel 5 (Verzweigungs- 


und Vereinigungspunkte)) 


Lösung: 
« Für alle Punkte auf der WOK gilt KG(s)H(s) = —1. Zusätzlich gilt für 
Wurzelorte auf der reellen Achse s=o. 
a?-8c+15 
o?+30 +2 
dK(o) 110-260 -61 _ 
do (02-80 +15” 


Bemerkung 1: Wir erinnern uns an die Quotientenregel ... 


Bemerkung 2: Die Verteilung der Verzweigungs- und Vereinigungspunkte ist offensichtlich 
nicht symmetrisch! 
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_ o*’+30+2 
o?—-80 +15 


= Rlo- 


> 01 =-1.45 und oa = 3.82 
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Wurzelortskurvenverfahren 


12.5 Beispiel 2 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


« Ausgehend von s = -1 und s = -2 hat diese Funktion offenbar ein Maximum bei 


o, = - 1,45 > Verzweigungspunkt 

«e Zwischen s=3 und s = 5 hat die Funktion ein Minimum bei , > 
Vereinigungspunkt 

« Auf der reellen Achse 


1 1 
K Be 
\ G(s)H(s) G(o)H(o) 
K 
k 
1 | | 1 >06 
3 9%- 0 1 2 3 40, 5 
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12.5 Beispiel 2 RWWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Mit den übrigen Regeln lässt sich 
nun rasch eine Skizze erstellen. 
Jo 
k 
Beachte: Jar 
s-Ebene 


Bei den Verzweigungs- bzw. den 
Vereinigungspunkten formen die 
WOK-Äste immer einen Winkel von 
180°/n, wobei n die Anzahl der von 
der reellen Achse abzweigenden 
bzw. auf der reellen Achse 
eintreffenden Polstellen ist 


Zur Übung: 
Bestimmen Sie die Stabilitäts- 
grenze mit Hilfe von Matlab ... 
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12.5 Probe: Wende Regel 6 an RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


Gemäß Regel 5 ergeben sich die Verzweigungs- und Vereinigungspunkte zu 


Tr m 


De 


er Ir 
Für dieses Beispiel folgt 
I, 1 _ 1,1 
o-3 0-5 co+1 c+2 
Zwischenschritt 
20-8 5 20 +3 
(e-3)(e -5) (o+1l)(e+2) 
110? — 260 - 61=0 
> 01 = -1.45 and 03 = 3.82 
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Gliederung RWNTHAACHEN 


UNIVERSITY 
12.1 Einleitung 


12.2 Grundlagen der Wurzelortskurve 

12.3 Eigenschaften der Wurzelortskurve 

12.4 Regeln zur Erstellung einer Wurzelortskurve 

12.5 Beispiele 

12.6 Auslegung eines Regelkreises über die Einstellung der Verstärkung 
12.7 Hausaufgaben 
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12.6 Approximation durch ein System 2. Ordnung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Skizze und Kalibrierung der WOK 
«  Amplituden- und Phasenbedingung hilfreich 
IKG(s)H(S)| =1 
/KG(s)H(S) = (2k +1): 180° 
Beispiel: Gegeben sei wieder das folgende System 
re 1 Er +4) 
r s-Ebene 
° Welches X ist nötig für Jo 
20 % Überschwingen a Winkel D =0.45 A 
(20 %OS > Dämpfungs- 
grad D = 0,45)? 0,5 
0.747 
1.0 
« Die Phasenbedingung 1.5 
180° wird erfüllt für 2.0 
r = 0,747 
>» 0 
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12.6 Approximation durch Systeme 2. Ordnung Il RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Zur Erinnerung: Charakterisierung von Systemen 2. Ordnung in Vorlesung 5: 
%OS = e Pr/v1-D° 100% D=0,45 | 
r= wo = 0,747 : s-Ebene 
Die zugehörigen Pole liegen bei 
TESBABBUBN [i 1.) 1 Er D?2 
spı.2 = 0,3361 + j0, 667 vn 
Betrachte nur den oberen Pol: 
A = VL 4 — 0,3361)? + 0, 667? = 3, 724 — Dwn = 
Bi= v@- 0,3361)? + 0, 667? = 2, 746 
C| = (2 - 0,3361)? + 0, 667? = 1,7926 K--------- - -junv/1- D2 
D| = ya — 0,3361)? + 0,667? = 0,941 
E| = (0, 3361)? + 0, 667? = 0,747 
Amplituden-Kriterium: K= II Abstände zu Palstellen: — (AlelDIlEl = 1,71 
II Abstände zu Nullstellen IB| 
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12.6 Überprüfung mit MATLAB RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 
Geben Sie auf der MATLAB-Kommandoebene folgende Befehle ein 
»num=[13] INENIER 
»den= [171480] m FE En a m am a, — 
>» sys = tf(num,den) st fi } 
» rlocus(sys) System: sys 
„| Gain: 1.81 | 
” Pole: -0.338 + 0.638i 
Alternativ: Overstnct 08119 
RLOCUS_beispiel3.m 2 | eye) | 
«Klicken Sie auf dieWOKnahe  ,. | „li 
der Stelle, wo die angestrebte E \ 
Pol-Lage ist. At \ | 
« Die berechneten Werte sind $ 
i.d.R. nahe bei den Bi % 1 
gewünschten Polstellen ... Eu EHE 
-2 -15 -1 en u 05 1 15 < 
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12.6 Auslegung eines Regelkreises über die RWTHAACHEN 
Einstellung der Verstärkung UNIVERSITY 


Bedingungen, die eine Approximation durch eine System zweiter Ordnung 
rechtfertigen 


1) Pole höherer Ordnung sind weit weg (weit links) vom dominanten Polpaar. 
jo Jo 


2) Nullstellen des 
geschlossenen Regel- 
kreises in der Nähe 


5 o o 
des dominanten p3 
Polpaars werden 3 Be P2 
durch andere Pole | x Pole von G.(s) N 
Bo System zweiter 
„kompensiert“. Pole des geschloss- Ordnung (b) 
enen Regelkreises approximierbar 
a a Nullstellen des ge- i 
3) Nicht-kompensierte SSHlissanen Radel- jo 
Nullstellen des kreises 
geschlossenen 
Regelkreises sind 
weit links. ° = o 
besser durch 
System zweiter Pa 
Ordnung 
(e) approximierbar (d) 
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12.6 Beispiel: System 3. Ordnung mit einer Nullstelle 


Aufgabe: Gegeben ist 


RWNTHAACHEN 
UNIVERSITY 


K(s + 1,5) Y(s) 


s(s+ 1)(s + 10) 


« Welches X ergibt ein Überschwingen von 


1.52 % (d.h. D = 0,8)? 
« Bestimmen Sie ferner die 


Einstellzeit T,, die 


Überschwingzeit T, und 
die bleibende Regelabweichung 


Jo 
D =08 ! 
ii 7A 
4.6 + j3.45, K= 39.64 B 
12 


-1.19 + j0.90, K = 12.79 


Lösung: .87 + 0.66, K= 7.36 
° WOK siehe Skizze rechts - n =. 
ii Wir bemerken: B X = Pole des geschlossenen Regelkreiseg Zu 

System dritter Ordnung mit X = Pole des offenen Regelkreises 2 

einer Nullstelle 
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12.6 Beispiel: System 3. Ordnung mit einer Nullstelle I RWTHANACHEN 
UNIVERSITY 
Wir stellen fest: 
« Zwei Verzweigungspunkte zwischen O und -1 sowie zwischen - 1,5 und -10 
« Ein Vereinigungspunkt muss zwischen - 1.5 und -10 liegen 
> num = 1 1.5]; Root Locus 
>» den = [111100]; 
> sys = tf(num,den); | 
>» rlocus(sys) A ARE System sy 
ain. 28. ain: 2. 
fach ne - 0.0733 Pole: -0.521 + 2.33e-009i 
. . N N ing: Damping: 1 
Siehe: RLOCUS_beispiel4.m a en nr 
& Frequency (radisec): 4.36 | m Frequency (rad/sec). 0.621 
= 0 * | 9 + 4 
Verzweigungspunkte ® ne 
« s=-0.62 bei X = 2.511 Pe 
al Overshogt (%): 0 

u nd 4 Frequency (radisec): 2.77 
« s=-4.4 bei K = 28.89 | \ 
Vereinigungspunkt 


. s=-2.8 beiK = 27.91 
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2 -10 -8 f: 4 2 0 
Real Axis 
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12.6 Beispiel: System 3. Ordnung mit einer Nullstelle Ill 


« 1.52 % Überschwingen bedeutet 
D=0,8. 


« Suche nach Polen des geschlossenen 


Regelkreises entlang der 


D = 0,8 - Linie ... 
4 T 
Ta In = —— 
Do 2 wov1i- D? 


« Bleibende Regelabweichung 
(Steady-state error) 


(00) = lin gr 5 = 0 
ei zn? 1465) ri 

Fall Pole gesch. RK Nullstellen 
1 (0.87 & j0.66 -1.5 +0 
2. 1.19 # 0.90 -1.5 +70 

3 —4.60 + j3.45 -1.5 +70 


m ed T © S. Leonhardt, MedIT 


Root Locus 
‚vstem Sys 
Gain: 39.6 
a Pole: -4.59 + 3.451 
S Damping: 0.799 ER: 
Overshoot (%): 1.53 Bi 
4 Frequency (radisec): 5.74 Di a +000h 
u Damping: 0.802 
Overshoot (%): 148 
& Frequency (radisec): 1.5 
& En 
> f' 
5 0 ———TTMTTM System: sys wg ai 
S Gain: 7.66 
E__ Pole: -0.89 + 0.673i 
E Damping: 0.798 1 
Overshoot (%). 1.57 
4L Frequency (rad/sec); 1.12 
6, 4 
8 1 1 f | ı f 
-12 -10 -8 -6 4 0 
Real Axis 
K dritter Pol T, T, 
7.36 9,25 4.60 4.76 
12.79 8.61 3.36 3.49 
39.64 1.80 0.87 0.91 
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12.6 Beispiel: System 3. Ordnung mit einer Nullstelle IV RWTHANCHEN 
UNIVERSITY 


Wie gut ist eine Approximation durch ein System zweiter Ordnung? 


« Fall 1 und 2 haben einen dritten Pol weit weg von der Nullstelle im 
geschlossenen Regelkreis > keine Pol-Nullstellen-Kompensation möglich. 


« Im Fall 3 sind allerdings der dritte Pol und die Nullstelle des geschlossenen 


Regelkreises nahe beieinander. 


« Die Systemantwort des dominanten Polpaares ist 6,9 x größer als die exponentielle 


Antwort des dritten Pols 


« In diesem Fall ist ein Approximation durch ein System zweiter Ordnung valide ... 


"| Fall 2 


).0 
005 1 
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— 3.Ordnung ,„K = 12.79 


— 2. Ordnung ,K = 12.79 


E53: 2 23333 4 455 


4 Fall 3 

1.2 

1.0 Fr 

08+ — 3.Ordnung ,Ä = 39,64 

0.6 — 2.Ordnung ‚A = 39.64 

0,4 

0.2 

0.0 1 L i 1 L 1 L L 1 L > 
053 1 15 2, 253354 45 5 
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Gliederung RWTHAACHEN 
UNIVERSITY 

12.1 Einleitung 

12.2 Grundlagen der Wurzelortskurve 

12.3 Eigenschaften der Wurzelortskurve 

12.4 Regeln zur Erstellung einer Wurzelortskurve 

12.5 Beispiele 

12.6 Auslegung eines Regelkreises über die Einstellung der Verstärkung 

12.7 Hausaufgaben 
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12.7 Hausaufgaben RWWTHAACHEN 
j UNIVERSITY 
Überprüfen Sie die angegebenen Beispiele in Matlab 
« Freuen Sie sich über die Campus-Lizenz! 

« RLOCUS_beispiel1.m 

« RLOCUS_beispiel2.m 

« RLOCUS_beispiel3.m 

« RLOCUS_beispiel4.m 


Regelungstechnik | 


Zum Weiterlesen: 


« H. Unbehauen, „Regelungstechnik I“, 15. Auflage, 
Vieweg + Teubner Verlag, Wiesbaden, 2008. 
« Lesen Sie Kap. 7 
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12.8 Zu guter Letzt: Was ist eigentlich eine Black Box? RWTHAACHEN 


UNIVERSITY 
„Als Black Box bezeichnet man in Kybernetik und Systemtheorie ein (möglicher- 
weise sehr komplexes) System, von welchem im gegebenen Zusammenhang nur 
das äußere Verhalten betrachtet werden soll.“ 


https://de.wikipedia.org/wiki/Black_Box_(Systemtheorie) 
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